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Meios Cont́ınuos

Meios Materiais;

Elementos de volume → inúmeras part́ıculas;

Uso no tratamento de fluidos, eletrodinâmica, etc.
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Meios Cont́ınuos

Por que usar modelagem de meios cont́ınuos?

Simplicidade no tratamento de modelos fluidos;

Não precisamos saber qual o

Dados experimentais comprovam validade do modelo;

kk
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Meios Cont́ınuos - Equação de Continuidade

Equação de Continuidade → Conservação

S superf́ıcie (em azul)

∆m quantidade de
part́ıculas que passam por
∆S em ∆t

∆m

∆t
=
ρ∆V

∆t

onde
→ V é o volume e
→ ρ = ρ(~r , t) = dm

dV

Vińıcius Silva Franção Explorando Fluidos e Meios Cont́ınuos



6/20

Meios Cont́ınuos - Equação de Continuidade

∆m

∆t
=
ρ∆V

∆t

=
ρ∆S∆x

∆t

=
ρ∆Svx∆t

∆t
= ρ∆S(~v · n̂)

tomando elementos infinitesimais

dm

dt
= ρ(~v · n̂)dS

→ chamo ρ~v ≡ ~J vetor densidade de corrente, então

dm

dt
= ( ~J · n̂)dS
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Meios Cont́ınuos - Equação de Continuidade

Em uma superf́ıcie matematicamente aberta S qualquer
kk

∆m

∆t

∣∣∣∣
S

=
∑
i

( ~J · n̂i )∆Si ⇒︸︷︷︸
∆Si→0

dm

dt

∣∣∣∣
S

=

∫
S

( ~J · n̂)dS

→ chamo n̂dS = d ~S de elemento de superf́ıcie orientada (pura
notação), então

dm

dt
=

∫
S

~J · d ~S
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Meios Cont́ınuos - Equação de Continuidade

Em uma superf́ıcie matematicamente fechada Σ qualquer, uso a
notação
kk

dm

dt

∣∣∣∣
Σ

=

∮
Σ

~J · d~Σ
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Meios Cont́ınuos - Equação de Continuidade

Teorema da Divergência

→ Seja ~F = ~F (x , y , z) campo vetorial e seja Σ uma superf́ıcie
matematicamente fechada. Então o fluxo desse campo através
dessa superf́ıcie será dado por∮

Σ

~F · d~Σ =

∫
V

~∇ · ~FdV

→ onde V é volume dentro de Σ e ~∇· é um operador diferencial
chamado de divergente onde

~∇ = ∂x î + ∂y ĵ + ∂z k̂
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Meios Cont́ınuos - Equação de Continuidade

Então
dm

dt

∣∣∣∣
Σ

=

∮
Σ

~J · d~Σ =

∫
V

~∇ · ~JdV

e essa é a taxa de quantidade de part́ıculas m que sai por Σ. Por
outro lado

m =

∫
V
ρdV

então, a taxa de part́ıculas que entra do elemento de volume é

dm

dt
= − d

dt

∫
V
ρdV = −

∫
V

∂ρ

∂t
dV

Vińıcius Silva Franção Explorando Fluidos e Meios Cont́ınuos



11/20

Meios Cont́ınuos - Equação de Continuidade

Para termos conservação, precisamos que

N◦ de part́ıculas que entra
− = 0

N◦ de part́ıculas que sai

Então

∫
V

~∇ · ~JdV −
∫
V
−∂ρ
∂t

dV = 0⇒
∫
V

~∇ · ~J +
∂ρ

∂t
dV = 0→

Equação de Continuidade

~∇ · ~J +
∂ρ

∂t
= 0
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Movimento do Fluido

Considerações Iniciais:

Fluido é Incompresśıvel

A velocidade depende da posição e do tempo de cada
elemento de volume do fluido

Utilizar tratamendo de meios cont́ınuos
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Movimento do Fluido

Forças atuantes no sistema

~F =

∮
S

(−P + E )n̂dS

P pressão, E campos escalares externos
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Movimento do Fluido

Teorema do Gradiente

→ Seja A = A(x , y , z) campo escalar suave e seja S uma
superf́ıcie matematicamente fechada. Então∮

S
A · d~Σ =

∫
V

~∇AdV

→ onde V é volume dentro de S e ~∇ é um operador diferencial
chamado de gradiente.
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Movimento do Fluido

Dado o teorema do gradiente

~F =

∮
S

(−P + E )n̂dS =

∫
V
−~∇P + ~∇EdV

Então as forças externas no movimento do fluido são dadas por

~F =

∫
V
−~∇P + ~∇EdV
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Movimento do Fluido

Derivada Material

→ ~v = ~v(~r , t) → ~r = (x , y , z). Temos que a derivada total no
tempo seja dada por

~a =
d~v

dt
=
∂~v

∂x

dx

dt
+
∂~v

∂y

dy

dt
+
∂~v

∂z

dz

dt
+
∂~v

∂t

dt

dt

onde dt
dt = 1. Tomarei como notação

∂~v

∂x

dx

dt
+
∂~v

∂y

dy

dt
+
∂~v

∂z

dz

dt
=

dx

dt

∂~v

∂x
+

dy

dt

∂~v

∂y
+

dz

dt

∂~v

∂z
= (~v · ~∇)~v

⇒ ~a = (~v · ~∇)~v +
∂~v

∂t
≡ D~v

Dt
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Movimento do Fluido
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Movimento do Fluido

Temos que

~F = m~a

=

∫
V
ρdV ~a

=

∫
V
ρ~adV

E conclúımos ∫
V
ρ~adV =

∫
V
−~∇P + ~∇EdV ⇒

ρ~a = −~∇P + ~∇E ⇒ ~a = −
~∇P
ρ

+
~∇E
ρ
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Movimento do Fluido

Defino então
~∇E
ρ ≡ ~f e, lembrando que ~a = D~v

Dt , chegamos que

Equação de Euler do Movimento do Fluido

D~v
Dt

= −
~∇P
ρ

+ ~f
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