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Introducao

Esse texto, criado por alunos do IFUSP, tem como objetivo auxiliar ingres-

santes a se acostumarem com as bases do calculo diferencial e integral aplicado
a fisica.



E comum ter problemas com conceitos no inicio do curso. Contudo, é de ex-
trema importancia que eles sejam rapidamente sanados para desenvolver melhor
nogoes futuras.

2 Numeros Reais, R

De forma bastante simplificada, o conjunto dos nimeros reais, denotado por
R, é o conjunto de ndmeros que contém todos os nimeros racionais (aqueles que
podem ser escritos como fracgoes de inteiros) e todos os nimeros que nao sao
racionais (irracionais), por exemplo v/2.

A utilidade dos numeros reais vém do fato de que sempre podemos reduzir
um intervalo em torno de um ponto da reta. Pense assim: ”Como podemos
encontrar, na reta real, o namero e?”. KEsse processo consitird em uma tarefa
de aproximar e por intervalos [e — €, e + €], e > 0, aos quais ele pertence. Esse
o processo, que de fato é infinito, s6 é possivel, pois sempre se pode reduzir
esses intervalos, obtendo um intervalo de didmetro menor que ainda possui e,
chegando cada vez mais préximo do nimero que buscamos.

Inicialmente, serd muito importante a ideia de chegar infinitamente préximo
de um determinado ponto. O conjunto dos reais dotado de operacoes de soma
e multiplicacdo usuais, aquelas conhecidas no ensino médio, e de uma relagao
de ordenamento forma o que se chama de Corpo Ordenado, denotado por K =
(R,+,+,<). No corpo ordenado dos reais, podemos realizar as contas da forma
que estamos acostumados. L

3 Funcgoes

A ideia de funcao é central na fisica, pois permite realizar associagGes entre
grandezas fisicas distintas, por exemplo pressao, volume e temperatura de um
gads a um dado instante de tempo. Para definirmos o que é uma fungao, é
necessario que tenhamos a ideia do que é um conjunto.

Definicao 3.1 (Conjunto). De forma simples e bastante rasa, um conjunto é
uma colegao de elementos que gozam de uma mesma propriedade bem definida
de forma que nao hé divida se um certo objeto estd ou nao nessa colegao.

Podemos ter conjuntos de cores, de um certo tipo de veiculo, entre varios
outros. Porém, nosso interesse estd em conjuntos de elementos matemaéticos,
como conjuntos de nimeros, de subconjuntos, entre outros, que sejam descritos
por uma regra matematica, como por exemplo o conjunto de todos nimeros
inteiros menores do que 2. Vamos, agora, definir, também de maneira rasa uma
funcao.

Definicao 3.2 (Funcao). Uma fungio f é uma relagdo entre dois conjuntos,

IRecomendo a leitura do Guidorizzi Volume 1 - Capitulo 1 sobre ntimeros reais.



o dominio A 2 e o contra-dominio B, i.e. f: A — B. A funcdo f é geralmente
representada por uma regra que associa a cada elemento de A um UNICO
elemento de B.

De forma reduzida, representamos a fungao f da forma seguinte:

ftA—B
x— f(x).

Pela definicao dada, todo elemento do dominio A é relacionado com algum
elemento de B, porém, nao é necessario que todo elemento de B seja atingido
pela funcao. Assim, definiremos o conjunto imagem.

Definigao 3.3 (Imagem). A imagem de uma fungéo f é o conjunto de elemen-
tos de B que séo alcangados pela fungao f. Assim, Im(f) = {f(x) € Blz € A}
¢ a defini¢ao de imagem.

Podemos definir também o gréafico de uma fungao, que se trata de um con-
junto e ndo de um desenho 3.

Definicao 3.4 (Gréfico). O grifico de uma fungdo é um subjconjunto do
conjunto A x B, lé-se A produto cartesiano com B, Graph(f) = A x Im(f) =
{(z, f(z)) € Ax Bl|z € A}. Cada ponto do conjunto grafico é designado por
uma dupla de valores formada por Variavel Independente z e Varidvel
Dependente y = f(x).

E importante ressaltar que essas definigoes, embora bastante simplificadas,
nao restrigem os conjuntos A e B, mas estaremos particularmente interessados
em trabalhar com subconjuntos dos reais.

3.1 Exemplos muito importantes

1)Funcao constante:

A funcao constante, como o nome ja diz, associa para todos os valores de
£ no dominio o mesmo valor ¢ € R. Assim, a representacao de uma fungao
constante é:

fiR—R
€T — C.

O desenho do gréafico de uma funcao constanteesta presente na figura 1.

25 importante levar em conta que, a menos de que seja especificado, o dominio de uma
fung@o é o maior conjunto para o qual a regra de f associa um valor em B.

30 desenho, que rotineiramente chamamos de gréfico, é a representacao visual do gréfico,
que nem sempre é possivel de ser feita.
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Figura 1: Representagao visual do conjunto grafico de uma fungdo constante.
Feito no GeoGebra.

As funcoes constantes possuem um interessante valor fisico, pois podem re-
presentar grandezas que nao dependem umas das outras, por exemplo a massa
da Terra em fun¢ao da posicao de um carro de férmula 1 na pista de Interla-
gos, e grandezas que nao variam, como por exemplo a velocidade de uma massa
pontual em movimento retilineo uniforme.

2)Funcao linear:

A fungao linear é da forma:

ffR—>R
z—a-xT+b

IMPORTANTE: Aqui é importante ressaltar a definicdo de inclinacao da
curva, conhecido como ”slope”. Peguemos um ponto x = xy e calculemos
a funcdo nesse ponto. Obviamente, f(z9) = a - x9 + b. Agora vamos pro-
vocar uma perturbagao no dominio da fungao em torno de zy que chama-
mos de Az, Ax > 0. Calculemos, agora, a fungdo em xy + Az e obtemos
flzo+ Azx) =a- (xg + Az) + b.

A inclinagao da reta é a razao entre % = m. Para a funcéo linear, temos que
Ay a-(zo+Az)+b—a-zo—b

m = A = a, note que podemos fazer Az 0 quao pequeno
quisermos, desde de que ele nao seja zero. Esse resultado é muito importante e
sera revisitado futuramente

4 Limites e Continuidade

O conceito de limites e e continuidade é uma das fundacoes do célculo. Em
geral, usamos esse conceito para analisar funges ao redor de um ou mais pontos.

Para facilitar o entendimento, imagine que temos um quadrado ao qual po-
demos adicionar mais arestas o quanto quisermos, uma a uma; e com isso, 0O
nosso objetivo serd de formar um circulo.



Se considerarmos que quando o nimero de lados tende a um numero muito
grande, o objeto tende a um circulo, estamos usando o conceito de limites, como
é possivel observar na figura 2.

Figura 2: Método da exaustao, ja conhecido pelos gregos antigos.

E para evitar que o texto fique muito extenso desnecessariamente, nao pro-
varemos nada acerca de limites nesse paper.

4.1 A definicao formal

Antes de tentar entender como limites e continuidade podem ser tteis para
analisar a fisica de certos problemas, vamos apresentar sua defini¢ao formal.

Definicao 4.1 (Limite).

iig}lf(z):L<:>Ve>035>0talqu60< |z —a|<d=|f(x)— Ll <e (1)
Definicao 4.2 (Continuidade). Dizemos que uma funcao f(z) é continua em
certo ponto a se, e somente se:

lim f(2) = f(a) 2)

Essas defini¢bes podem parecer intimidadoras em um primeiro momento,
porém nao se preocupem tanto com isso. No comego do curso de fisica o mais
importante de limites (técnicas para resolugdo) serd apresentado a frente, essa
definicao serve apenas para termos uma base de onde vém a teoria.

A ideia geral quando trabalhamos com limites é analisarmos como a funcao
se comporta quando seu argumento se aproxima de um ponto.
Teremos um intervalo infinitesimal [a—4, a+4] que serd ” comprimido” juntamente
com um intervalo [L — ¢, L + €. E importante reparar que mesmo se f(a) nao
pertencer a imagem e a nao pertencer ao dominio de f, ainda assim é possivel
tomar o limite nesse ponto.
Para exemplificar como trabalhar com limites e continuidade, vamos estudar
uma fungao f(x) simples.

f(x)z{l’ se x> 2 (3)

0, sex <2
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Figura 3: Imagem Ilustrativa da fungdo f(x) definida no exemplo

Como podemos observar na figura 3, f(x) ndo é uma funcdo continua para
todos os reais, sendo que ela tem um ”salto”no ponto x = 2. Agora, vamos
tomar os limites laterais?, sendo (4) o limite tirado de z > 2 e (5) z < 2.

i f(@) =1 ()
Tim f(x) =0 (5)

Repare no limite da equagdo (4). Como sabemos, o ponto = 2 assume valor
f(z) = 0. Porém, é um valor calculado em um intervalo ]2, 2 + §] e, portanto, é
maior que 2.

J& na equagdo (5), podemos calcular o limite como o valor que a funcao
assume no préprio ponto, ja que 2 tem imagem f(z) igual a um x € [2 — §,2[
(repare que agora é um intervalo fechado).

Agora, antes de continuarmos, definiremos alguns conceitos importantes.

Definicao 4.3. (Ponto interior) Dado um intervalo I C R e um z € I. Defini-
mos x como um ponto interior se, e somente se 3§ > 0 tal que [x — b,z + §] C
1.

Definicao 4.4 (Intervalo Aberto). Um intervalo I é aberto se, e somente se,
todo x € I é um ponto interior.

Defini¢ao 4.5 (Ponto de acumulagdo). Dado I C Re z € I. O ponto x é
ponto de acumulacao de I se, e somente se, 3 uma sequéncia (z,) tal que:
lim (z,) =z e (z,) C I.

n—roo

4Lembre-se que, por definicio, o limite s6 existe se os limites laterais existirem, mesmo se
eles nao forem iguais



4.2 Propriedades de Limites

Sejam f(x) e g(x) funcoes definidas de R — R e a € R uma constante qual-
quer . Assumindo que lim f(z) e lim g(z) existam entdo, vale que:
r—ra r—a

1. lim[e- f(x)] = ¢- lim f(z)

T—ra T—ra

2. Jim|[f(x) £ g(x)] = lim f(z)  lim ()

Vale que o limite da soma é a soma dos limites.

3. lim[f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g()

Vale que o limite dos produtos é o produto dos produtos.

lim f
4. lim 1@) _ asa (95)7 se lim g(z) # 0

waglo) ~ mg(@)’

Vale que o limite dos quocientes é o quociente dos limites.

5. lim[f(x)]" = [lim f(x)]", paran € R

rT—a r—a

6. limc=c¢, parace R
r—a

O limite de uma constante é a prépria constante.

7. limz=a
Tr—ra

4.3 Limite de Funcao Composta
Sejam f: I CR —- HCR,g: H— R e a ponto de acumulacao de I.

Supondo que os seguintes limites existam e sejam definidos por lim f(z) = L e
Tr—a
lim g(z) = M.
y—L
Se g(y) é continua em L ou 3r > 0:Va €la—r,a+r[, f(z) # L, entdo
lim g(y) = lim(go f)(z) = M (6)
y—L r—a

Demonstracdo: Como nossos leitores estao presos em casa, achamos razoavel
deixar a demonstracio a cargo do leitor.®

5 Apesar de ser somente uma piada, fiquem em casa e cuidem de suas familias



Repare que temos duas condigoes diferentes, vamos analisar o porqué disso.
Se g(y) for uma funcao continua em L, o limite tomado nesse ponto pode ser o
valor que ele assume. Agora imagine um caso diferente.

Sejam f(x) e g(y) fungdes que satisfagam todas as condigbes necessdrias para
de fato poderem ser compostas, e g descontinua.

f) =1
g<y>{§+sle’ysjf’“ @)

Se tomarmos a composta teremos g(f(z)) =5, com isso

lim f(z) =1,Ya e R

Tr—a

limg(y) =y+1=2
y—1

Veja que, no segundo limite, y é diferente de 1, apesar de ser infinitesimalmente
préximo. Portanto teremos, pelo teorema:

lim (g o f)(x) =5 # lim g(y) =2 (8)

r—a

Como podemos ver, um ponto descontinuo nao satisfaz o teorema, portanto
nao podemos simplesmente calcular o limite no ponto. Para isso criamos uma
excessao que, para fungoes nao continuas, devemos analisar caso a caso.

4.4 Teorema do Confronto
Sejam g, f,h: I C R — R e a ponto de acumulagao de I. Suponha que para
Ve € I e # a, temos g(x) < f(z) < h(z) e também lim g(x) = lim h(z) = L,
r—a r—a
entao

lim f(z) =1L 9)

Tr—ra

4.5 Limites no Infinito

Uma nogao importante em célculo é a convergéncia (ou ndo convergéncia)
de fungbes no infinito, isto é, o que acontece com uma fungdo f(z) quando
x — F00. Podemos escrever um limite assim como

mll}rrgo flx)=1L (10)
E, por definigao,
Ve>0,3 Mtq. sex> M, entaoe > |f(z) — L| (11)



Para visualizarmos melhor como tratamos esse tipo de limite, vejamos um
exemplo.
Assumindo n > 0, prove que

lim — =0
n—o0o N,

Demonstracdao. Queremos um € > 0 tal que
1 1
e>|-—0/=|
n n

1
n> -
€

1
Agora, seja M = — > 0en > M, entao
€

1
n>M=-
€

1 1
e>|=|=|--0|
n n
O

. o 1 :
A nocao intuitiva desse limite é de que se temos — = M com um epsilon
€

tendendo a um ntimero muito pequeno, M serd cada vez maior, e com isso vale
que nosso n é muito grande também.
Esse exemplo de fato nao foi escolhido a toa; muitas vezes ao analisar limi-

1
tes no infinito nos deparamos com casos do tipo —, ter conhecimento disso é
n

esséncial.
Agora, vejamos um exemplo aplicado a fisica. Seja

N(t) = N()G_Tt

Que ¢ a solugao da EDO que representa o decaimento de um nicleo radioativo,
sendo 7 o tempo de vida-média e Ny o nimero de dtomos inicial e N (¢) o niimero
final de atomos apdés um determinado tempo t.

Como consideramos Ny > 0, e a exponencial nunca é definida no 0, teorica-
mente a fungdo N (¢) nunca seria 0, porém quando tomamos o limite temos

lim N(t) = Noe 7(>)

t—+4oo

Como lim e~ = 0, entdo
t—o0

lim N(t)=0

t——+o0

E finalmente temos o valor esperado e mais compativel com a realidade.



5 Derivada

Nessa se¢ao, iremos supor, a menos quando especificado, que as fungdes com
as quais trabalharemos sao definidas em intervalos abertos.

A ideia de derivada é relacionada & taxa de variagdo de uma fungao, i.e.
como varia a imagem de uma fun¢ao com respeito a uma variagao no dominio.

5.1 Nocgao intuitiva de derivada

Considere uma particula em queda livre no campo gravitacional §. Suponha
que ela tenha sido largada em ¢ = 0 em repouso a uma altura H > 0 acima do
solo, que iremos tomar como altura zero, assim como na figura 5.1.

Figura 4: Orientagao do sistema de referéncias.

E evidente que, nessa orientacdo, § = fglg:, onde k é o versor na direcao
positiva do eixo Oz. ‘

A posigao da partida é dada por z(t) = H — %. Queremos saber a veloci-
dade instantanea da particula em um dado instante tg.

Para isso, voltemos ao conceito de velocidade média; a velocidade média
entre os instantes tg e tg + 0t é

0z z(to +6t) — z(to)

o 0E 12
Um = 5t (12)

Graficamente, como na figura 5.

10
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02 04 \ os ols 1 1]
Figura 5: Velocidade média.

Definimos a velocidade instantanea no instante ¢y como o limite da razao da
velocidade média com Jt indo para 0.
. 2(to + 0t) — 2(to)
to) = 1
vlto) = Jim, 5t

A taxa de variacao da posicao com respeito ao tempo é a velocidade, portanto,
a velocidade é uma derivada, como veremos formalmente.

(13)

5.2 Defini¢ao formal

Definigao 5.1 (Derivada de uma fungao f num ponto x). Chamamos de
derivada de f num ponto x do dominio o valor do limite®.

af . fleth) - f(2)
o)~ i T =

5.3 Derivabilidade de uma fung¢ao no ponto

Dizemos que uma funcao f é derivavel num ponto x se e somente se 3 T € R
tal que, definindo a fungdo Erro E(h) como

E(h) = f(z+h) = f(z) =T (h) (15)

) importante observar que a derivada sé é bem definida quando o limite existe e é finito.

11
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h—0

Teorema 5.1 (Enunciado). Seja f uma funcdao derivdvel num ponto x nas

condi¢coes supostas no inicio da se¢ao. FEntao, T = %(x).

Demonstragdo. Considere o erro, E(h) = f(x+h) — f(x) =T -h
como h # 0, podemos dividir a expressao por h, obtendo

B(h) _ flath) - f(x)
h h

_T)

Tomando os limites com h indo para 0
E(h)

lim —— = lim(—f(x +h) = fl)

h—0 h h—0 h -7

Por hipétese, f é derivavel, entdao o primeiro membro é nulo. Assim, vale a
seguinte relacao, serd provada em calculo 1.

St h) - f(z) _ LSt h) - fe)
fi( = 1) <04 iy DL g

T € R e o primeiro membro é a definicao de derivada. Portanto, a derivada
deve existir e J
i

= 2@
7 O

Antes de tratar de regras de derivagdo, vamos provar o seguinte teorema,
que tem grande relevancia.

Teorema 5.2 (Enunciado). Seja f uma fun¢ao derivdvel num ponto T. Entdo
f € continua em .

Demonstracdo. Por hipotese, f é derivavel no ponto . Entao, considere

f(l”)—f(i’)ZM-(x—f), comz # T

(z—1x)
Tomemos os limites:

lim f(z) — f(Z) = lim fz)% Az — )

T—T T—T (:L‘ — X

"Verifique se vale a reciproca, i.e. se T = %(z) e a derivada existe, entdo f é derivdvel em
X.

12



Os limites dos termos do produto no segundo membro existem individualmente,
assim, podemos usar a regra do limite do produto:

lim f(z) — f(%) = lim J@) = 1@ (z — 7)

T 27 (x — ;Z') 7T

lim f(x) - f(z) = f'()-0=0

T—T
Entao
lim f(2) = £(2)
e, portanto, f é continua em ZT. O
Entao, se uma funcao é derivavel em um ponto, ela é necessariamente

continua no ponto.

5.4 Regras de derivacao

Aqui serdo apresentadas algumas técnicas de derivagdo que serdo muito teis
no curso de fisica. Fica aqui também o incentivo ao leitor para provar as pro-
priedades aqui apresentadas.

Suponha que f,g sao derivaveis num ponto e que k£ € R. Entao:

1. f+ g é derivivel no ponto = e
(f+9) (@) =f(z)+d(2)
2. f-g é derivével no ponto Z e
(f-9)(2) = f'(2)9(z) + f(2)d'(2)
3. k- f é derivével no ponto Z e
(k- f)(z) =k f'(z)
4. se g(x) # 0¥z € Dom(g) e ¢'(Z) # 0, vale que

L P@e@ - [ @)
g @)= @)

5.5 Regra da cadeia: Derivacao de funcao composta

Nessa sessao, serd apresentada uma das técnicas principais de derivacgao,
aplicada quando ha uma composicao de funcgoes.
Antes de tratar do teorema em si, tratemos de um lema técnico.

13



Lema 5.1. Seja f: I — R uma funcao derivdvel num ponto xg. Entdo existe
uma funcdo ® : I — R tal que lim ® = 0 continua em xg.
T—x0

Demonstra¢do. Como f é derivdvel em xg, vale que:

f(x) = f(z0) + f'(z0) - (z — m0) + E(z) e lim _E@) _ 0

rT—xo (X — xo)

(z—w0o)

Considere a fungao p(x) = Ve € I — {zo}. Obviamente, vale que

limg_y,, p(z) = 0.

. - 0, x=xp
Definimos, entdo, ®: I — R, ®(z) = ¢ g
(x—x0)°’ X# Zo
Que é uma funcdo continua com as mesmas propriedades do erro, como
queriamos. O

Agora podemos provar o teorema de derivagao de fungdo composta.

Teorema 5.3 (Enunciado). Sejam as funcgées f : I - R eg:J — R com
Im(f) C J derivdveis nos pontos xg € I e yo = f(xg) € J. Entao a composta
gof:I— R € derivdvel em xg e (go f) (xo) =g (f(x0)) - f'(x0).

Demonstracao. Considere o erro da funcao g:

9(y) — 9(yo) = 9'(wo) - (y — yo) + E(y)

Na composigao, temos que y = f(z) e que yp = f(xo) Assim, fazendo a substi-
tuicao e dividindo por (z — x¢) com x # x¢, obtemos:

9(f (@) — 9(f(x0)) f(@) = f@o) | E(f(2))
(z — x0) (z — x0) (z — x0)
Pelo lema anterior, E(f(z)) = ®(f(z)) - (f(x) — f(z0)), com ®(f(zg)) = 0.

Assim,

o UG =00 o)) () = o)

z—zo (x — x0) T—z0 (x — x0)

=9'(f(w)) -

f(@) = f(xo)

(x — xp)

+0(f(x))- }

Os limites do segundo membro existem individualmente, entdo podemos apli-
car a propriedade da soma dos limites.

i o) FO I | g ) = Fao)

z—zo (x — x0) z—zo (x — o)

= 9'(f (o)) f'(z0)+0-f' (o)
Entao, temos que a composigao (g o f) é derivdvel em xq e

(g0 f) (x0) = g'(f(20)) - f' (o)

14



5.6 Derivadas de ordem superior

Considere uma funcao f : I — R derivavel em todo ponto do dominio.
Assim, podemos pensar na derivada como uma funcao f’: I — R e, portanto,
podemos derivar essa fun¢ao, obtendo o que chamamos de segunda derivada, ou
derivada de ordem 2.

Definicao 5.2 (Fungoes de classe C*(.J)). Uma funcdo f : I — R, I aberto,

é dita de classe C¥(J) se possui k derivadas em um intervalo aberto J C [
continuas em todo J.
Exemplo 1: f(z) = sin (2?) é de classe C*(R);
Exemplo 2: g(z) = e~ ¢ de classe C>*(R).

5.7 Maximos e minimos locais

A nocgao de derivadas de ordem superior foi introduzida rapidamente para
permitir uma melhor compreensao do estudo de maximos e minimos locais de
fungoes.

Definicao 5.3. Considere uma fungao f : I — R, I aberto, derivavel em 1.

1. Ponto de Maximo Local: Dizemos que um ponto xg é ponto de maximo
local se, e somente se, 37 > 0: Ve € Jzg —r,z0 + 7], f(x) < f(x0);

2. Ponto de minimo Local: Dizemos que um ponto xg é ponto de minimo
local se, e somente se, 37 > 0:Vx € Jxg —r,zo +7[, f(z) > f(z0).

Teorema 5.4. Enunciado: Seja f : I — R, I aberto, uma funcao derivdvel em
todo dominio. Se xy € um ponto extremante local, i.e. ou mdximo ou minimo
local, entdo %(mo) =0.

A demonstracado fica a cargo do leitor, mas damos uma no¢dao intuitiva sobre
a propriedade:

Se, localmente, o ponto xo € um extremante local, entdo a fun¢do nao deve
crescer nem diminuir naquele ponto, ou seja, sua derivada deve ser nula.

Teorema 5.5. Enunciado: Seja f: I — R, I aberto, uma fung¢ao que vamos
supor de classe C2(I). Entdo:

2
1. se %(wo) > 0, entdo xg € ponto de minimo local;

2
2. se %(mo) <0, entdo xy € ponto de mdximo local.

A prova do teorema, novamente, fica a cargo do leitor, mas a no¢do in-
tuitiva serd fornecida na secao de polinémio de Taylor.

Exemplo: Particula sujeita a um potencial.
Considere um potencial dado por U(z) = 4x? + 223 — 322 + 5 definido em
toda a reta real. Queremos estudar méaximos e minimos de U. Vamos derivar a
funcao e igualar a zero.
dU

—(2) =162+ 622 — 62 =0z, =0, 25 =

-3+ V105
, X
dx

16

~ —3—/105
o 16

3
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Para verificarmos se é ponto de méximo ou minimo local, vamos tomar a
segunda derivada de U e calcular o valor nos pontos candidatos obtidos. Cal-
culando, obtemos que

d*U d*U d*U
ﬁ(xl) < 0, @(%2) >0 e@(fﬂ?,) >0

Entao, temos pontos de maximo local em x; e de minimo local em x5 e em
x3 como pode ser visualizado na figura 6

U(x)—Pancia\

/ (0453, 4.739)
4

(—0.828, 3.688)

Eixo Ox|

-2 0 2 4 6 8
Figura 6: Potencial ao qual a particula esta sujeita.

Fisicamente, como vocés verao no curso, temos dois pontos, xo e x3, de
equilibrio estdvel da particula, onde ela tende a oscilar em torno do equilibrio.
Além disso, temos x1 ponto de equilibrio instavel, onde a particula facilmente
sai de seu estado de equilibrio.

6 Polinémio de Taylor

Em vérias situagoes, é 1util aproximar uma fungao por polinémios, pois sua
manipulagao é facil em derivadas e integrais (regra do tombo). Algo parecido
pode ser feito aproximando uma fungao por funcoes trigonométricas, como serd
visto em Fisica Matematica 1.
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Definigao 6.1. Se f: D C R — R é uma fungao n-vezes derivavel, temos que

2 3
£0) = 7o) + T o) - 20) + 5y TE @)@~ w0)? + 5 T (@) - )+
+ .. +jdn7£( 0)(z — z0)™ + O(z("+1),

(16)
onde O(z(™*1) é o resto de ordem n+1, que obedece

1

lim 7(9@("'*' ) =0.

70 (fC — x())(”+2)

Note que o resto é a diferenga entre o valor exato da fungao e o valor da

nossa aproximacao polinomial. Essa forma de expressar o resto, apesar de nos

permitir analisar a ordem do polinémio sempre, nao ¢é 1til pra calcular esse resto

numericamente. Para tal, utilizaremos a forma de lagrange para o resto. Seja
f: D C R — R n+1-vezes derivdvel, entdo existe ¢ € (zg,x) tal que:

1 d(n+1)f

(n+1)y -~ % "J
O(z )= (n+ 1)l dz+D

(e)(x — ao) ")

Perceba que para o uso do resto de Lagrange, a funcao deve ser n+1 vezes
derivavel, ao invés de n vezes, como no resto na forma genérica, devido ao resto
ter uma derivada a mais que a ordem do polindémio em sua expressao.

Se calcularmos o polinémio de Taylor de algumas fungoes famosas em torno de
xg = 0, teremos:

2 :173

x
< < < (n+1)
f1+x+2+3'+ + +(9( )
1’3 IZ’S (71)nx2n+1
. - . Lo (n+1)
sin(z) =z 37 + T + onr) + O(x )
72 zt (_1)nx(2n)
1 Lz ) F - (n+1)
cos(z) =1 5 + T (2n)] +O(x )

A aproximagao por polindémio de Taylor é muito til para resolugao de alguns
linites que sao dificeis por técnicas tradicionais, para aproximac¢ao do nimero
de euler e até para a prova de sua irracionalidade. Entretando focaremos na
aplicagao em fisica. Considere um péndulo simples de massa m restrito a se
mover num plano, sob agao da gravidade:
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mg cose

Figura 7: Péndulo Simples

Note que este sistema tem um vinculo (além de estar restrito ao movimento
2D), a distancia até o ponto de apoio é constante (L). Logo, usando um sistema
de coordenadas polares, temos que 7 = i = 0, logo, a aceleracao é:

@=—L0% + L0
E pela segunda lei de Newton, temos:
T —mgcosf = mL§?

—gsinf = L6

Focaremos na segunda equacao, por hora. Nesta primeira parte nao cobriremos a
teoria de equacoes diferenciais, mas nao serd necessario nada disso nesta secdo.
Tudo que é necessario saber é que a segunda equagao é incoveniente de ser
resolvida, devido & funcéo seno que estd ali (ela pode ser resolvida, veja Landau
Vol. 1- Mechanics). Para facilitar, resolveremos o péndulo simples para o caso
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de angulos pequenos, no qual aproximaremos sinx ~ x, ou seja, jogamos 0s
termos de ordem maior que 2 fora, dessa forma, obtemos:

6+ w20 =0

Onde w? = 4. Essa é a equagao do oscilador harménico, que tem como solugao
0 ja conhecido:

0(t) = Acos (wt + ¢)
Os métodos para resolugdo dessa equacao diferencial serdo feitos em outro mo-
mento, entao nao se preocupe por agora. Para ver mais usos da expansao de
Taylor em mecéanica, em outros contextos, veja Classical Dynamics of Particles
and Systems- Marion Thorton.

Exemplo: Considere uma fungao derivavel em todo seu dominio, se ela possui
um ponto de minimo local, entao ela pode ser aproximada, em uma vizinhanga
em torno desse ponto, por uma pardbola com concavidade para cima, facilitando
a descricao do sistma fisico. Essa afirmacao pode ser facilmente verificada uti-
lizando o polinémio de Taylor (Verifique!!!).

Como exemplo mais concreto, considere o potencial de Lennard-Jones:

o= [(3)°- (]

onde a é uma constante com dimensao de comprimento. Derivando e igualando
a zero e depois verificando o sinal da segunda derivada, obtém-se que o ponto
ro = a- /2 é o ponto de minimo da funcdo. Em uma vizinhanca Jro—e;ro+el de
ro, 0 potencial de Lennard-Jones pode, entao, ser descrito como uma parabola,
facilitando o estudo do sistema fisico. Como vocés verao no curso, aparecera
uma forga do tipo da lei de Hooke restauradora, que sempre leva a particula
sujeita a esse poco de potencial a oscilar em torno do minimo, do equilibrio
estavel. Podemos visualizar o potencial e sua aproximacgao na figura 8

05 15 2z — 25 3
Eiko O

U0

Figura 8: Potencial de Lennard-Jones e sua aproximagcao por parabola.
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