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Niels Bohr, sobre a comple tariedade

...a esséncia de qualquer experimento em Fisica ndo nos deixa outra
escolha a n3o ser

usar os conceitos usuais, talvez refinados pela terminologia da fisica
classica,

nao sé em todas as condi¢des de construgdo e de manipulagdo do
instrumental de medida, mas também na descricao dos reais resultados
experimentais ...

. é igualmente importante entender que justamente esta circunstancia
implica que

nao resulta que um experimento sobre um fenémeno que se situa
fora dos limites da fisica classica possa ser interpretado como dando
informacao sobre propriedades independentes dos objetos...
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Uma Intuicdo de Alexander Grothendieck

Ces “nuages probabilistes”,
remplacant les rassurantes particules matérielles d'antan,
me rappellent étrangement les élusifs “voisinages ouverts”
qui peuplent les topos, tels des fantomes évanescents,

pour entourer des “points” imaginaires.

(Récoltes et Semailles - témoignage sur un passé de mathématicien, 1986)
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Complementariedade como Transicao “Local-Global”

“Sheaf theory was invented in the mid 1940s as a
branch of algebraic topology to deal with the collation of
local data on topological spaces. ... this theory is now indispensable in
modern mathematics. However, instead of its generality
dealing with local-to-global transitions, applications to
other areas in science or engineering have not been
well established so far except for logic and semantics

in computer science with the notion of Topos”

(R. Ghrist, Y. Hiraoka, 2011)
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@ Nocdes algébricas importantes: algebras, *-3lgebras, espectro de um elemento
de dlgebra, estados, adlgebras comutativas, espectro de uma algebra comutativa.

@ O teorema de Bell-Kochen-Specker (versio usual).

© Introducdo a teoria de categorias: nocdes elementares, funtores, transformacdes
naturais e categorias de pré-feixes (tipo relevante de topos).

@ Categoria de matrizes autoadjuntas e uma versdo categorial de B-K-S.

© Pré-feixe espectral sobre contextos classicos e B-K-S como auséncia de
pontos num espacgo de estados.
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Noc¢oes algébricas

Nocoes algébricas importantes
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Noc¢oes algébricas

Definicio (Algebra)

Dizemos que um espaco vetorial (complexo) A é uma “dlgebra” (complexa) se este é
munido de uma operago bindria - : A x A — A (“produto”) bilinear, isto é:

i.) Para todo A1, As, As € A, vale

Al (A +A3)=A1- A+ A1 - A3 e (Al+A) A=A Az + Ay - As.
ii.) Para todo A1, A, € A eacC, vale

a(Ar - A2) = (aAr) - A = Ar - (@Ad)
A dlgebra A é “comutativa” se, para todo A1, A> € A, vale
Ar-A=A- A
Se, para todo A1, As, As € A, valer
(A1-A2) A3 = A1 (A - A3) = AL - A - Az

entdo a adlgebra A é dita ser “associativa”.

v
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Noc¢oes algébricas

Definicdo (Subdlgebras e Unidades)

O elemento 1 € A (quando existe) é chamado “unidade” desta dlgebra se, para todo
A€ A, tem-se
1-A=A-1=A.

Neste caso disemos que A é uma ‘“dlgebra unital”. Se a A é unital ent3o sua unidade é
tnica e sera aqui denotada por 1.

Um subespaco vetorial B C A € dito ser uma “subdlgebra” da dlgebra A, se valer
B-BeB

para todo B, B, € 5.

Se a dlgebra A € unital e B C A uma subdlgebra ent3o dizemos que I3 é “subdlgebra

unital” se
1€B
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Noc¢oes algébricas

O corpo dos niimeros complexos C (como espaco vetorial unidimensional) munido do
produto

a1 - Qp = Q1002

é uma dlgebra (complexa) comutativa, associativa e unital (1 =1).

Exemplo

Para todo conjunto ndo vazio Q2 o espaco vetorial complexo das fungdes Q2 — C, que
serd denotado por F(S2), munido do produto

fi-h(w)=hAlwhw), we,

é igualmente uma dlgebra (complexa) comutativa, associativa e unital (1(w) = 1).

As fungées constantes 2 — C formam uma subdlgebra unital de F ().
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Noc¢oes algébricas

Para todo n € N, o espaco vetorial (complexo) Mat,x,(C) das matrizes complexas

n X n munido do produto usual de matrizes é uma dlgebra (complexa). Esta dlgebra é
associativa e unital (1 = id,x,), mas ndo é comutativa se n > 1.

As matrizes diagonais formam uma subdlgebra (comutatival!) unital de Mat,x,(C).
As matrizes da forma aid,x,, o € C, formam, por sua vez, uma subalgebra unital da
(sub)algebra das matrizes diagonais.

Exemplo

Para todo n € N, o espaco vetorial Mat,x(C) das matrizes complexas n x n munido do
“produto de Jordan”

1
My o My = 5 (My- My + My - My) , My, Ma € Mat,x,(C) ,

é uma dlgebra comutativa unital (1 = id,x,), a qual ndo € associativa se n > 1.

As matrizes diagonais formam uma subdlgebra (associativa!) unital de Mat,,(C) com
o produto de Jordan.

v
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Noc¢oes algébricas

Definicdo (Conjugacdes Complexas)

Seja V. um espaco vetorial complexo. Dizemos que a transformacdo ™ : V — V é uma
“conjugagcdo complexa” se:

i.) * é uma “involugdo”, isto é, é sua prépria inversa: v** = v.

ii.) * é “antilinear”, isto é, para todo vi,v» € V e a € C, vale
(vi+tw)'=v+v e (an) =av .
Dizemos que um conjunto de vetores ® C V é “auto-conjugado” se, para todo v € V,
vied sempreque veEod.

Dizemos que o elemento v € V é “auto-conjugado” se
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Noc¢oes algébricas

S3o conjugacdes complexas (no sentido abstrato da definicio acima):

@ Em C (visto com espaco vetorial complexo),

B0 —
z =2z

(conjugagdo usual de nimeros complexos). Os elementos auto-conjugados sio os
nimeros puramente reais.

Q@ Em F(Q),

fflw)=Ffw), weQ.
Os elementos auto-conjugados sdo as funcdes a valores reias.
© Para todo n € N, em Mat,x,(C),
M* = M7,

M’ a matriz adjunta (ou matriz conjugada Hemitiana) da matriz M. Os elementos
auto-conjugados sdo as matrizes autoadjuntas.

As matrizes diagonais formam um conjunto auto-conjugado de .Mat,x,(C)

v
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Noc¢oes algébricas

Definicdo ( -Algebras)

Seja A uma dlgebra complexa munida de uma conjugacdo complexa. Dizemos que A é
uma ‘“«-dlgebra” se, para todo Ai, A, € A, valer que

(Ar-A)" = A5 - A7 .
As subdlgebras auto-conjugadas de A sdo chamadas “«-subdigebras” de A. (Note-se
que x-subdlgebras de uma x-dlgebra sdo novas x-dlgebras.)

As x-subdlgebras comutativas unitais de uma adlgebra unital A sdo chamadas
“contextos (cldssicos)” de A.

Exemplo

As dlgebras complexas C, F(2) e Mat,x,(C) munidas das conjuga¢es complexas dos
exemplos acima sdo x-algebras.

Todas as *-subdlgebras de F(2) sdo contextos (pois esta dgebra é comutativa).

A subdlgebra de Mat,x,(C) formada pelas matrizes diagonais é um contexto desta
x-dlgebra. Para n > 1 nem toda x-subdlgebra de Mat,x,(C) é um contexto.

v
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Noc¢oes algébricas

Defini¢do (Tipos importantes de elementos de -algebra)

Seja A uma x-adlgebra.

@ P € A éum ‘projetor ortogonal” se P for auto-conjugado (P* = P) e
idempotente (P - P = P).

Q U e A é uma “isometria parcial” se U* - U e U - U* forem projetores ortogonais.
© U e A éum “unitdrio” se a dlgebra A for unital e
Uur-u=U-U" =1

(Numa *-dlgebra unital a unidade 1 é sempre um projetor e, portanto, unitarios
s8o isometrias parciais.)

@ Sejam Py, ..., Py € A projetores ortogonais. Estes sdo “mutualmente ortogonais”
se Pi- Pj =0 para i #j.
@ A familia {Py, ..., Py} mutualmente ortogonal de projetores € uma ‘“resolucio da

identidade” se A € unital e vale

Pi+---+Py=1.

v
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Noc¢oes algébricas

Seja uma dimensio n € N qualquer.

@ Para todo vetor ndo nulo e = (e1,...,e,) € C", a matrizn X n
€1
1

Po= 55—
e+ - +ep

. [ e 500 €n } e l\/’latnxn(c)

€n

é um projetor ortogonal da *-dlgebra Mat,y,(C).

@ See,...,e € C" sio vetores ortogonais (no sentido usual em C") ndo nulos
entdo os projetores ortogonais Pe,, ..., Pe, sdo mutualmente ortogonais.
@ Seei,...,e, € C" é uma base ortogonal (no sentido usual) para C", entio

{Pe,,...,Pe,} é uma resolucio da identidade da x-dlgebra unital Mat,xn(C).

Pelo exemplo vemos que resolugcdes da identidade podem ser vistas como generalizagdo
(de cunho algébrico!) da nogdo de base ortogonal.
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Noc¢oes algébricas

Observagdo (Contextos Gerados por Elementos Comutantes)

Seja uma x-dlgebra unital A e {A1,...,As} C A um conjunto auto-conjugado de
elementos que comutam entre si, isto é€,

[A/.,Aj]iA/-Aj—Aj~A/=0, i,j:l,...,n.

Ent3o existe no minimo um contexto de A que contém este conjunto. O menor destes
contexto é chamado ‘“contexto gerado por {A,...,A,}" e serd denotado por

C(Ai,...,A) CA.
Em particular, a cada resolucio da identidade {P1,...,Pn} em A associamos o contexo
C(Pr,....,Pn)C A.

Note-se que {P1, ..., Pn} é um conjunto auto-conjugado de elementos que comutam
entre si, por definicdo de projetor e de resolucio da identidade.

Se {Pe,,...,Pe,} € a resolucdo da identidade da dlgebra de matrizes Mat,xn(C),
associada a uma base ortogonal e1, . .., e, de C", entdo o contexto correspondente o
contexto das matrizes diagonais com respeito a esta base.

v
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Noc¢oes algébricas

Teorema (Teorema Espectral para Matrizes)
Seja uma matriz autoadjunta M € Mat,«,(C), n € N, cujo conjunto de autovalores &
denotado por o(M) = {A1,...,A\m} (onde m < n).

i.) Existe uma matriz unitdria U € Mat,x,(C) tal, que U"MU é uma matriz diagonal.
, Pm} € Matnxn(C) dnica tal, que

ii.) Existe uma resolucdo da identidade {P1, . ..

M=X\P1+ -+ AP .

Defini¢do (“Calculo Espectral” para Matrizes)

Seja uma matriz autoadjunta M € Mat,xn(C), n € N, cujo conjunto de autovalores é
o(M)={)\1,..., Am}. Seja {P1,...,Pn} a resolucdo da identidade associada a M.

Para toda funcdo f a valores complexos, cujo dominio contém o (M), definimos:

F(M) = F(A)Py + -+ + F(Am)Pm € Matnxn(C) -

v
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Noc¢oes algébricas

Definicdo (Homomorfismos)

Sejam duas dlgebras A e B. A transformagéo linear = : A — B é um “homomorfismo”
(de dlgebra) se esta for multiplicativa, isto é,

=(A1- A) =Z(A1) - E(A2) -
Os seguintes tipos especiais de homomorfismo = : A — BB sdo importantes:
@ Se A e B sio dlgebras unitais e =(1) = 1 entdo = é um “homomorfismo unital”.
@ Se = € injetor entdo dizemos que é um “homomorfismo fiel”.
© Seja A e B sdo x-dlgebras e vale
Z(AY)=Z(A)", Aed,
entdo = é um “x-homomorfismo”.

@ Se A é x-dlgebra unital e C C A um contexto (x-subdlgebra unital) ent3o os
x-homomorfismos unitais ¢ : C — C sdo chamados “carateres” de C.

O conjunto de todos os cardteres do contexto C é chamado “espectro de Gelfand”
de C e denotado por X(C).

v
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Noc¢oes algébricas

Exemplo ( -homomorfismo)

Seja uma matriz autoadjunta M € Mat,x,(C), n € N. O cdlculo espectral define um
«x-homomorfismo unital fiel F(o(M)) — Mat,x,(C).

[E um bom exercicio provar esta afirmago!]

Exemplo (Carateres)
i.) Seja wo um ponto qualquer do conjunto Q. Ent3o a fungcdo
Puo : F(Q) = C . puy(f) = f(wo)
é um cdrater da x-dlgebra comutativa unital F(Q).
ii.) Se Q € finito, todo cardter de F(S2) é da forma acima.

[E um bom exercicio provar esta afirmagdo!]

iii.) Para um n € N qualquer, seja o vetor 1o = (1,0,...,0) € C". A fungdo

P - 1wat"X”((C) - C, ‘pwo(M) = (¢0\M|¢0> = "/)0M"/)(§ = M

€ um carater do contexto das matrizes n X n diagonais.
V.
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Aula 2/5

Aula 2/5

o “Re-Visio” de Algebra Linear, cont.
(carateres e espectros de Gelfand de contextos de matrizes)

o Teorema de Bell-Kochen-Specker, versao usual
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Noc¢oes algébricas

Definicdo (Espectro de Elemento de Algebra Unital)

Seja A uma dlgebra unital. O elemento A € A é “invertivel” se existe A~ € A tal, que

AT A=A Al=1.
Tal elemento A~* € dnico quando existe e é chamado o “elemento inverso” de A.

O “espectro” de um elemento A € A € o conjunto de niimeros compexos z € C para os
quais z1 — A € A € ndo invertivel. Denotamos este conjunto por o.4(A) C C.

Exemplo
i.) Para todo z € C (visto como elemento da dlgebra unital C), oc(z) = {z}.
ii.) Para todo f € F(Q), orq)(f) = f(Q) (conjunto imagem da fungio f ).

iii.) Para toda matriz M € Mat,xn(C), n € N, (ndo necessariamente autoadjunta) o
espectro oi(M) para qualquer x-subdlgebra B CMat,x(C) que contenha M é
exatamente o conjunto o(M) de autovalores da matriz M.

v
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Noc¢oes algébricas

Observacao

Se A e B sdo duas dlgebras unitais e = : A — 3 um homomorfismo unital entdo, para
todo A € A,

oB(Z(A)) Coa(A) .
[E um bom exercicio provar esta afirmagco!]
Em particular, se C é uma x-dlgebra comutativa (contexto), para todo cardter v € ¥(C)
e todo elemento C € C, vale
$(C) € e (C) .

Se C um contexto de uma dlgebra de matrizes Mat,x,(C) entdo, para todo carater
p € X(C) e toda matriz M € C, o(M) é um autovalor de M.

Observagao

O calculo espectral é um x-homomorfismo que preserva espectros: Para toda matrix
M € Mat,x,(C) autoadjunta e toda funo f € F(c(M)), o espectro de f(M) é a
imagem de f, o espectro desta funcdo como elemento da dgebra F(o(M)).
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Noc¢oes algébricas

Teorema

Seja uma matriz autoadjunta M € Mat,«,(C) qualquer.
i.) A fungdo
L(C(M)) = a(M), ¢ (M),

€ uma bijegéo.
ii.) Para toda fungdo f : o(M) — C e cardter ¢ € C(M),

f(M) e C(M) e o(f(M)) = f(p(M)) .

Com efeito:
C(M) = {f(M) : f uma fungdo c(M) — C} .
[E um bom exercicio provar esta identidade!]
iii.) Todo contexto C de Mat,x,(C) € desta forma, isto é, para alguma matriz
autoadjunta Mg,

C =C(M¢) ={f(Mc) : f uma fungido o(Mc) — C} .

v
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Noc¢oes algébricas

Observacao

@ Pelo teorema, determinar o espectro (M) (autovalores) de uma matriz M é o
mesmo que determinar os carateres do contexto gerado por M.

@ Esta constatacdo permite uma generalizac3o natural do conceito de espectro de
matriz para “espectro conjunto” de matrizes autoadjuntas M, ..., My que
comutam: Este iltimo € o espectro (de Gelfand) do contexto C(M, ..., My).

Todo cardter ¢ deste € unicamente determinado pelos “nimeros quanticos”
@(Ml)v cee 7@0(Mk) ER.

@ Como o cdlculo funcional é um x-homomorfismo fiel, podemos ver C(M) como
uma ‘“cdpia”’em Mat,x,(C) da dlgebra de funcdes no espectro da matriz M.

Num sentido similar, qualquer contexto de Mat,x,(C) é uma cdpia da algebra de
fungées no espectro de Gelfand deste contexto.

Dito de outro modo, contextos de Mat,x,(C) sdo o mesmo que x—dgebras de
fungdes, até um x-homomorfismo fiel.
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Bell-Kochen-Specker

O Teorema de
Bell-Kochen-Specker
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Bell-Kochen-Specker

Defini¢do (Valoragdes)

T

Seja
Onxn - {M € Mat,,x,,((C) 5 M* = M} s

isto €, o conjunto das matrizes n X n autoadjuntas.

Em Mecénica Quantica O,x, representa o conjunto dos “observdveis” de um sistema
(quéntico) de n niveis.

Dizemos que a fungdo V : Opxn — R é uma ‘valoracdo” para tais observaveis se, para
todo observavel A € Oy, e toda funcdo f : R — R, vale

V(f(A)) = F(V(A)) -

f(A) € Opnxn, isto é a matriz f(A) é autoadjunta, pois a funcdo f toma valores reais.
v

Surge imediatamente a quest3o sobre a existéncia de tais valoragcdes. O teorema de
Bell-Kochen-Specker, que discutiremos e provaremos num caso especial, responde
negativamente a esta questdo para todo O,x,, n > 3.

Antes de demostrarmos este fato, veremos algumas implicagdes importantes da suposta
existéncia de valoracgdes.
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Bell-Kochen-Specker

Lema

Seja V. uma valoracdo de O,x,, n € N. Para todo contexto C da dlgebra de matrizes
Mat,xn(C), existe um cardter of tinico que coincide com V' nas matrizes autoadjuntoas
de C.

| \

Demonstracao.

Seja C CMat,x,(C) e suponha que tal cardter Y exista. Entdo, por linearidade, para
toda matriz M € C,

plM) = ¥ (G40 il (00" = )

Vv <%(I\/I+ M*)) +iV (é(M* - M)) .
Disto segue que d é tnico, se existe. Note-se que as matrizes %(I\/I + M*) e
5(M”* — M) sdo autoadjuntas.

Para provar a existéncia, utilizamos a dltima igualdade como definicdo de uma funcio
¢ : C —C e mostramos que esta é um carater. O

v
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Bell-Kochen-Specker

Demonstracao.
Por defini¢do de valoracdo V(0) = 0 e temos
el (M) = V(M) e of(M+iM')= ¢ (M)+ipd (M)

para matrizes M, M’ € C autoadjuntas. Pela definicio de valoragdo segue ainda que,
para todo o € R e M € C autoadjunta,

ol (aM) = V(aM) = aV(M) = ag(M) .
Assim, para todo o« € C e M € C autoadjunta,
el(aM) = of(Re{a}M + ilm{a}M)

¢ (Re{a} M) + ip¢ (Im{a} M)
= Re{a}pc(M) + ilm{a}pc (M) = apd (M) -
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Bell-Kochen-Specker

Demonstracao.
Desta dltima igualdade para @ = —1, escrevendo
M = %(M+ M) + ié(M* My,
vemos que, para qualquer matriz M € C (n3o necessdriamente autoadjunta),
el (M) = ¥ (M) .

S~ejam M, M’ € C autoadjuntas. Recorde-se que, para alguma matriz autoadjunta
M € C, C = C(M) e, portanto, para tudas funcdes f,f' : o(M) — R,

M=FfM), M=FfM) e M+M =(f+f)M).
Logo, pela definicio de valoragdo

pe(M+ M) = oe((f+ 1) (M) = V((f+)(K))
= (F+ ) V(M) = F(V(M)) + F'(V(M))
V(F(M)) + V(F' (M) = o (M) + o¢ (M) .
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Bell-Kochen-Specker

Demonstracao.
Usando as identidades acima, mostramos que, para todo o € Ce M, M’ € C,
Pl (M + M) =l (M) + (M) e wc(aM)=apd (M),
isto é, p¢ : C —C é linear. Com argumentos similares vemos que
ec (MM') = p¢ (M)pe (M),

primeiro para M, M’ € C autoadjuntas e em seguida a identidade é estendida para todas
M, M" € C por meio das outras identidades j& demonstradas.

Com isso fica mostrado que % é um cariter com a propriedade enunciada. O

v
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Bell-Kochen-Specker

Teorema (Bell-Kochen-Specker)

Para toda dimens3o n > 3, o conjunto de observaveis O,x, (de um sistema quantico de
n niveis) ndo possui valoragées.

Demonstracao.

Seja n € N qualquer e suponha-se que exista uma valoracdo V para O,x,. Seja
{P1,...,Pmn} uma resolugdo da identidade de Mat,xn(C). Recorde-se que esta familia
esta contida em algum contexto C.

Pelo lema, ha um cardter ¢Y de C que coincide com V nas matrizes autoadjuntas e,
portanto, nos projetores P, ..., Pn. Disto concluimos que

1 = @f(1)=¢l(Pi+-+ Pn)
= @¢(P)+- +@C(Pm)
= V(P)+- -+ V(Pn) .

O

v
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Bell-Kochen-Specker

Demonstracao.

Por outro lado, pelas definicdes de projetor ortogonal e de valoragdo,
V(Pk)2 = V(P P)=V(P)ER.
Disto segue que
V(P) = @& (Px) € o(P) C{0,1} .

Assim, para toda valoragdo V e resolucdo da identidade {Pi,..., Pn} de Onx, devem

valer:
V(Pl) dLcoodL V(Pm) =1 com V(P1),.--,V(Pm) S {07 1} o
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Bell-Kochen-Specker

Demonstracao.
Disto segue que para toda valorag3o e toda resolucio da identidade {Pi,..., Py} de
Onxn, para (exatamente) um k=1,..., m, vale

V(P)=1 e V(Pu)=0 se k'#k.

A prova do teorema consiste entdo em apresentar resolu¢des da identidade para as quais
se possa explicitar uma obstrugcao a validade desta identidade para toda valoragcdo V
fixa (supostamente existente).

Provaremos aqui somente o caso especial n = 4. O caso n > 4 é provado por uma
adaptag3o simples do caso considerado. O casos n = 3 é o mais dificil (mais de 100
resolucdes da identidade foram usadas na prova original!) e é mais apropriado que se
consulte a literatura para uma demosntragao completa. Porém, ja no caso especial aqui
considerado se vé em que consistem as referidas obstrugdes.

Consideraremos onze resolusdes da identidades associadas a bases ortogonais de C*:

O

V.
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Bell-Kochen-Specker

Demonstracao.

Pela primeira parte da prova, toda valoracdo V' deveria associar o valor 1 a exatamente
onze destes vetores (um, e sé um, em cada coluna da tabela), pelo respectivo projetor
ortogonal, e 0 aos demais.

Porém, um mesmo vetor aparece exatamente duas ou quatro vezes nesta tabela, o que
implica que o nimero de vetores com valoragdo 1 deve ser par (enquanto onze é impar!)

Observacao

| D
A,

Muito antes de Kochen e Specker, von Neumann havia provado a ndo exiséncia de
x-homomorfismos Mat,x,(C) — C (isto é, cardteres).

Assim, B-K-S pode ser visto como uma melhora significativa deste resultado precedente.
v
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Categorias

Uma “categoria” C consite em:

@ Uma colegdo de “objetos”: A, B, C, ..., denotada por Ob¢,
@ Uma colecdo de ‘“flechas” ou “morfismos”: f, g, h, ..., denotada por Morc,
@ Morc (A, B) denota a colecio de todas as flechas f : A — B da categoria C.

Os objetos dom(f) = A e cod(f) = B s3o respectivamente o
“dominio” e o “contradominio” da flecha f € Morc (A, B).

@ Dadas quaisquer flechas f : A— B e g : B — C para quaisquer A, B, C € Obg,
existe uma flechagof : A— C,

@ Uma flecha ida : A — A para cada A € Obec.

(lei associativa) Para quaisquer flechas f : A— B, g: B— Ceh: C — D, vale
ho(gof)=(hog)of.
(unidade) Para toda flecha f : A — B, vale
foida=f =1idgof.

v
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Dizemos que a categoria C é uma ‘“categoria pré-ordem” se, para todo par de objetos A
e B, Morc¢ (A, B) contém no maximo um elemento, isto €, existe no maximo uma
flecha f : A — B.

Estas categorias, apesar de parecerem ser muito simples (sé o parecem...), sdo muito
importantes. Por exemplo, veremos que observdveis quanticos (aqui, matrizes
autoadjuntas) e contextos (x-subalgebras comutativas) formam categorias pré-ordem
muito importantes em teoria quantica.

Definicao

Seja C uma categoria. A “categoria oposta” C°" a categoria C € definida por
Obcor = Obe e Morcor (A, B) = Morc (B, A)
onde, para todo f € Morcov (A, B) e g € Morcor (B, C):

gocor f=focg.

v
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Categorias

Seja C uma categoria. Um morfismo f : A — B em C é:

@ “ménico” (ou um “monomorfismo”) se f o g = f o h somente se g = h
(f é “simplificivel & esquerda”). Notacdo: f : A — B.

@ “épico” (ou um “epimorfismo”) se g o f = ho f somente se g = h
(f é “simplificavel a direita”). Notagdo: f : A— B.

@ ‘iso” (ou um ‘“isomorfismo”) se existe uma flecha f ' : B — A tal, que
flof=ida, fof'=idg.
Neste caso dizemos que os objetos A, B sdo “isomorfos” ou “equivalentes”.
Notagdo: A ~ B.

[A] denota a “classe de equivaléncia” do objeto A, isto €, a colecdo de todos os
objetos equivalentes a A.
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Numa categoria qualquer, toda flecha iso é ao memo tempo monomorfismo e
epimorfismo.

Porém, a reciproca desta propriedade vale em algumas categorias (como a dos
conjuntos, por exmemplo), mas n3o em toda categoria.

Definicao
Dizemos que um objeto | na categoria C € “inicial” se, para todo objeto A, existe uma
unica flecha ta : | — A.

Um objeto T de C é “terminal” se, para todo objeto A, existe uma tnica flecha
TA:A— T.
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Seja C uma categoria qualquer.

@ Se T (1) é um objeto terminal (inicial) de C ent3o toda flecha com dom(f) = T
(cod(f) = 1) € necessariamente ménica (épica).
@ Dois objetos terminais (iniciais) de C so necessariamente equivalentes.

[Provar estes dois fatos € um bom exercicio.] Por causa do segundo fato é comum que
se fale do objeto (no singular) inicial e do final da categoria C, se existem.

Definicao

Em textos sobre teoria de categorias € muito comum usar-se “nota¢do diagramatica”.
Por exemplo:

@ Escreve-se A X B no lugar de f : A — B para significar que f € Mor¢ (A, B).

@ De modo andlogo, A LBSC significa que existem flechas f : A — B e
g : B — C, assim como a composicdogof : A— C.
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Categorias

Em teoria de categorias também equagées escritas em forma de diagramas. Por exemplo:

@ Se vale a equacdo g o f = h para flechas de uma categoria C dizemos que o
seguinte ‘diagrama triagular” comuta:

A—oB

RN

C

A, B e C sdo os respectivos dominios e contradominios das flechas.

@ De modo similar, a equacdo go f = ko h se refere a comutatividade do “quadrado”
A B
C D
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Categorias

Definicao

Também sistemas de equagdes para flechas sdo escritos em forma de diagramas:
@ Para representar os axiomas
ho(gof)=(hog)of, foidg=f=idgof
da teoria de categorias dizemos que o seguinte diagrama comuta:

f idg

A——>B A—" s A
hog f
g f
gof f
C—=D B—B
h idg

Os diagramas acima sdo compostos de subdiagramas “quadrados” e “triagulares”, os
quais se referem as equagées individuais do sistema.

Os diagramas que consideraremos aqui sdo deste tipo.
v
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Categorias

Exemplo (Categoria dos Conjuntos)

Sets € a categoria cujos objetos sGo os conjuntos e, para todo par (de conjuntos)
A, B € Obsets, a colecdo de flechas Morsets (A, B) a colegdo de todas as fungées de A
para B. A composicio de flechas é a composicdo comum de fungoes.

Nesta categoria as flechas ménicas sdo as funges injetoras, as épicas sdo as
sobrejetoras, e as iso sdo as bijetoras.

O conjuntos vazio () € o objeto inicial da categoria de conjuntos e todo conjunto {e} de
um elemento é um objeto terminal.

De modo similar definimos a categoria FinSets dos conjuntos finitos.

Por causa deste exemplo muitos autores consideram a teoria geral de categorias como
uma abstracdo da nocao de fungio.
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Categorias

Exemplo (Categoria dos Espacos Vetoriais)

Vectc € a categoria cujos objetos sdo os espacos vetoriais complexos e, para todo par
(de espacos vetorias) A, B € Obvect., Morvect. (A, B) € a colecdo de todas as
tranformagcdes lineares de A para B.

Nesta categoria as flechas ménicas sdo as tranformacées lineares injetoras, as épicas sdo
as sobrejetoras, e as iso sdo as bijetoras.

O espaco vetorial trivial {0} é ao mesmo tempo objeto terminal e inicial desta categoria.

De modo similar definimos a categoria FinVectc dos espacos vetorias complexos de
dimenséo finita.
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Categorias

Exemplo

A categoria x-UAlg € aquela cujos objetos sdo as x-dlgebras unitais e, para todo par
A, B € Ob._ag, Mor._aig (A, B) € a colecio de todos os x-homomorfismos unitais de A
para B.

Nesta categoria as flechas ménicas sdo *x-homomorfismos unitais fieis, as épicas sdo os
«x-homomorfismos unitais sobrejetores, e as iso sdo x-homomorfismos bijetores (também
chamados *-isomorfismos). Estes iltimos sGo automaticamente unitais.

A x-dlgebra unital C € o objeto inicial da categoria.
De modo similar definimos ainda:

@ «-UCAIg, a categoria das x-algebras unitais comutativas,

@ x-FinUCAIg, a categoria das x-dlgebras unitais comutativas de dimensdo finita.
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Categorias

Exemplo (Conjuntos Pré-Ordenados)

Seja X um conjunto qualquer e < uma relacdo bindria neste conjunto. Dizemos que
esta relacdo é uma “pré-ordem” se for reflexiva (para todo A € X, A < A) e transitiva
(para todo A,B,C € X , A< B e B < C somente se A= C).

Todo conjunto pré-ordenadado X € visto como a categoria pré-ordem cujos objetos sdo
os elementos de X e Morx (A, B) contém (exatamente) uma fecha se, e somente se,
A=< B.

Nesta categoria todas as flechas sdo simultaneamente ménicas e épicas. Se X possui um
elemento maximo (minimo) entdo este € o objeto terminal (inicial) da categoria.

Por causa deste exemplo alguns autores véem as categorias gerais como generalizacao
da nocao de conjunto pré-ordenado.

.
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Categorias

Os seguintes dois exemplos de categoria pré-ordem s3o importantes em teoria quantica:

Exemplo (Categoria de Contextos)

Seja € uma familia de contextos de uma *-dlgebra unital A. Para contextos C,C’ € €,
a propriedade ‘C ser contexto (x-subdlgebra unital) de C'" define uma pré-ordem em €.
Portanto, tais familias serdo vistas como categorias.

Denotaremos por €,y , a categoria de todos os contextos da dlgebra de matrizes
Matnxn(C).

Nesta categoria o objeto inicial o contexto dos miiltiplos da matriz identidade. Ndo ha
objetos terminais se n > 1, pois a existéncia de tal objeto implicaria Mat,yx,(C) ser
comutativa.
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Categorias

Exemplo (Categoria de Observdveis Quanticos)

Sejam A, B € O, dois observdveis quinticos (matrizes autoadjuntas). Dizemos que A
“depende totalmente” de B se existe uma funcio

f:o(B)—>R

tal, que
A=f(B) (de modo equivalente, A € C(B)).

Neste caso escrevemos A < B. Esta relagcdo entre observdvei é uma pré-ordem e O,y p
serd visto como a categoria correspondente.

Nesta categoria os objetos iniciais sdo os observdveis constantes (miiltiplos de matriz
identidade).

N&o h& objetos terminais se n > 1, pois a existéncia de tal objeto implicaria Mat,x »(C)
ser comutativa.
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Categorias

Definition (Fatoragdo de Monomorfismos)

Seja C uma categoria, A, B, C € Obg, e duas flechas ménicas f € Mor¢ (A, B) e
g € More (C, B). Se existe h € Morc (A, C) tal, que f = g o h ent3o dizemos que f é
“fatorada” por g.

Ao

N

Neste caso escrevemos f — g. Com estas flechas (entre monomorfismos de C) a cole¢éo
de flechas monicas de C com contradominio fixo B é uma categoria pré-ordem.

v
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Categorias

Observacio

@ Para qualquer categoria C, se f € Morc (A, B) e g € Morc (C, B) sdo ménicas e
f ~ g entdo C ~ A (em C).

@ Seja C = Sets e B € Obe um conjunto qualquer. Para qualquer subconjunto
C C B seja ic € Morc (C, B) a fungdo identidade x — x.

ic é ménico e C — [ic| define uma bijecdo entre subconjuntos de B e classes de
equivaléncia de flechas ménicas com contradominio B

v

[E um bom exercicio provar tais fatos!] Estas observacdes motivam a seguinte defini¢3o:

Definition (Sub-objetos)

Seja C uma categoria qualquer. Para todo objeto B € Ob¢ definimos seus “sub-objetos”
como sendo as classes de equivaléncia de monomorfismos com contradominio B.

A colegdo de todos os sub-objetos de B serd denotada por Sub (B).

W. de S. Pedra (IFUSP) 8-12 de Agosto de 2022 55 / 117



Categorias

Observacao

Seja C uma categoria qualquer e T um objeto terminal nesta.

@ Para todo objeto B € Obeg, toda flecha f € More (T, B) é ménica.

@ Para toda flecha f € Morc (T, B), a dnica flecha em Morc (T, B) contida no
sub-objeto [f] € Sub (B) € a prépria f. O dominio de toda outra flecha em [f]
também é terminal. [E um bom exercicio povar isto.]

© SeC = Sets entdo T é um conjunto que contém somente um ponto: T = {-}.

Estas observagdes motivam a seguinte definigdo:

Definition (Elementos de um Objeto)

Seja C uma categoria qualquer. Para todo objeto B € Obc, s subobjetos de B
correspondentes a fechas cujo dominio é um objeto teminal.

A colegdo de elementos de B é identificada com Mor¢ (T, B) para um objeto terminal
T fixo qualquer (j& que dois objetos terminais s3o sempre equivalentes.)
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Categorias

Em Sets elementos de um conjunto A € Obsets sdo classes de equivaléncia de fugcdes
{-} = A e podem ser identificados com pontos usuais de A, que sdo exatamente as
imagens de tais funcdes.

Exemplo

Na categoria x-UCAIg a dlgebra C é objeto inicial. Portanto, na categoria oposta
x-UCAIg°? € objeto final. Logo para toda x-dlgebra unital comutativa A como objeto de
x-UCAIg? os elementos de A sdo os #-homomorfismos unitais A — C. Isto é, o
espectro de Gelfand

Z(A) = Nlor*,ucmgorw (C, A)

de uma *-3dlgebra unital comutativa A nada mais é que colecdo de elementos de A na
categoria oposta a da *-algebras unitais comutativas.

Com efeito, as categorias opostas a algumas (sub)categorias de x-dlgebras unitais
comutativas sdo equivalentes (num sentido definido mais tarde) a categorias de
conjuntos. Por exemplo, veremos que x-FinUCAIg®? é equivalente a FinSets.
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Funtores
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Funtores

Definition (Funtores)

Um “funtor covariante” F : C — D de uma categoria C para uma categoria D é um
transformagdo tal, que:

@ Para todo A € Obg, F (A) € Obp.
@ Para flechas f € Morc (A, B), F (f) € Morp (F (A), F (B)) sdo flechas tais, que
F (ida) = idF(a) e F(gof)=F(g)oF(f) .

De modo similar, um “funtor contravariante” F : C — D de uma categoria C para uma
categoria D é um transformacdo tal, que:

@ Para todo A € Obg, F (A) € Obp.
@ Para flechas f € Morc (A, B), F (f) € Morp (F (B), F (A)) sdo flechas tais, que

F (ida) = idF(a e F(gof)=F(f)oF(g) -

y
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Funt

@ Funtores contravariantes F : C — D podem ser naturalmente vistos com funtores
covariantes F : C°® — D ou F : C — D" .

@ Se D =Sets os funtores contravariantes C — D sio chamados “pré-feixes” sobre

a categoria C.
v

Exemplo (Funtor Identidade)

Seja C uma categoria qualquer. O “funtor identidade covariante” Id¢ : C — C é a
transformacdo que age trivialmente sobre objetos e flechas.

O “funtor identidade contravariante” 1d¢ : C°® — C € o funtor que age triviamente
sobre objetos e transforma flechas f € Morcov (A, B) nelas mesmas, porém vistas como
elementos de Morc¢ (B, A).

.
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Funtores

Exemplo (Funtor Esquecimento)

Seja E : x-UAIlg — Vectc a transformacido que leva x-dlgebras unitais nelas mesmas,
porém vistas somente como espagos vetroriais complexos, e x-homomorfismos unitais
neles mesmos, porém vistos somente como transformagde lineares. E é um funtor do
tipo ‘“esquecimento”.

Definicées andlogas podem ser feitas em muitas outras situagées. Por exemplo, temos
funtores esquecimento
+x—UCAlg — x—UAlg,
Vectc — Sets,
FinSets — Sets, etc.

W. de S. Pedra (IFUSP) 8-12 de Agosto de 2022 61 / 117



Funtores

Exemplo (Funtor Pré-lmagem)

Seja P : Sets — Sets a tranformagio que

@ a todo conjunto A o conjunto de suas partes (subconjuntos) P(A) e

@ a todo fungdo f € Morc (A, B) a “funcdo pré-imagem” f~' : P(B) — P(A),

fHC)={xeA: f(x)eC}.

Esta tranformagdo é um funtor contravariante e, portanto, um pré-feixe sobre Sets.
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Funtores

Exemplo (Funtor Hom)

Seja C uma categoria “localmente pequena”, isto € uma categoria na qual, para todo
par de objetos A e B, a colecdo de flechas Morc (A, B) pode ser vista como um
conjunto. (Em certas categorias tais colegcdes de flechas sdo ‘grandes demais” para
poderem ser vistas como conjuntos. Todas as categorais relevantes para nés sdo
localmente pequenas.)

Para todo objeto A € Obe, o “funtor hom contravariante” Home (—, A) : C — Sets € o
pré-feixe sobre a categoria C que transforma todo objeto B € Ob¢ no conjunto
Home (B, A) = Morc (B, A), e toda flecha f € Morc (B, C) na fun¢io

Home (f,A) : Morc (C,A) — Morc (B,A)
g — gof ’

Este tipo de pré-feixe é tem um papel central na teoria, pois muitos pré-feixes
importantes sao equivalentes a funtores hom.

Discutiremos abaixo algumas propriedades destes funtores, pois sdo relevantes para
aprofundamento no tema do curso.
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Funtores

Exemplo (Funtor Espectral)

Seja S : *—FinUCAIg — FinSets a transformacdo que leva:

@ x-dlgebras unitais comutativas A de dimenséo finita nos respectivos espectros de
Gelfand X (A) (os quais sdo conjuntos finitos)

@ x-homomorfismos unitais = : A — B na fungio
S(Z) : £(B) — X(A
© = o=
(Note-se aqui que a composicdo p o = de um cardter e um x-homomorfismo unital
€ um novo cardter.)

S € um funtor contravariante.

Para certas categorias de x-dlgebras unitais comutativas de dimens3o infinita
existem funtores andlogos ao deste exemplo.
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Funtores

Exemplo (Funtor Contra-Espectral)

Seja K : FinSets — * — FinUCAIg a transformacdo que leva:

@ Conjuntos finitos Q na respectiva dlgebra de funcées F(Q2) (a qual é uma
«-dlgebra unital comutativas de dimens3o finita).

@ Fungées f : Q — Q' no x-homomorfismo unital

K(f) : F(Q) — F(Q
g — gof

K é um funtor contravariante.

Para certas categorias de fungcdes continuas mais gerais que as de dominio finito
existem funtores andlogos ao deste exemplo.
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Transformacoes Naturais
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Transformacoes Naturais

Definition (Transformagdes Naturais, Caso Contravariante)

Sejam C e D duas categorias quaisquer e sejam F : C — D e G : C — D dois funtores
contravariantes. Uma “transformacgdo natural” N : F — G é uma colecdo
N = (Na)aconb, de flechas Na € Morp (F (A), G (A)) da categoria D tais, que

F(B) — . F(a)

Ng Na
G(B) — > G(A)

para todo A, B € Ob¢ e toda f € Morc (A, B), isto é,
NaoF(f)=G(f)o Ng .

A coleg3o das transformacdes naturais de F para G serd denotada por Natc,p (F, G).
v
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Transformacoes Naturais

Definition (Transformagdes Naturais, Caso Covariante)

De modo similar, se F : C — D e G : C — D sao funtores covariantes, uma
transformagdo natural N : F — G é uma cole¢do N = (Na)acob, de flechas

Na € Morp (F (A), G (A)) tais, que, para todo A, B € Ob¢ e toda f € Morc (A, B),
vale

Ngo F(f)=G(f)oNa.

A coleg3o das transformacdes naturais de F para G serd denotada por Natc,p (F, G).

Definition (Isomorfismos Naturais)

Sejam C e D duas categorias, F : C — D e G : C — D dois funtores, e seja uma
transformagdo natural N : F — G. Esta é um “isomorfismo natural” se, para todo
A € Obe, Nj é uma flecha iso.

Se existe um isomorfismo natural entre os funtores estes s3o ditos equivalentes.
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Exemplo (Transformagdes Naturais de Funtores Hom)

Seja C uma categoria localmente pequena. Para todo par de objetos A, B € Ob¢ e
flecha f € Morc (A, B), definimos uma transformagdo natural

HOInC (—, f) = (Homc (—7 f)c)CEObc : Homc (—7 A) — HOInc (—, B)

Home (—,f). : More (C,A) — Morc(C,B)
g — fog
Com efeito, como discutido abaixo em mais detalhes, toda transformagdo natural de
Home (—, A) para Home (—, B) € desta forma.
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Definition (Equivaléncia de Categorias)

Dizemos que duas categorias C e D s3o equivalentes se existem funtores covariantes
F:C—DeG:D— C, bem como dois isomofismos naturais

Nc:GOF—)Idc e Np:FoG — Idp.

Dizemos também que os funtores F e G s3o equivaléncias das categorias C e D.

Observacao

Se GoF =1Idec e Fo G =1dp entdo C e D sdo equivalentes pela definicdo acima.
(Considere as transformacdo naturais triviais Ne = (ida)acon. € Np = (ida)aconp-)

Esta propriedade mais forte dos funtores F : C — D e G : D — C poderia ter sido usada
como definicdo de equivaléncia de categorias, porém revelou-se demasido restritiva nos
exemplos importantes.
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O seguinte teorema é uma formulagdo categorial do fato discutido no inicio do curso de
que contextos de dlgebras de matrizes sdo equivalentes as algebras de fun¢des nos
respectivos espectros de Gelfand:

Teorema (Gelfand-Naimark)

Os funtores espectral

S : *—FinUCAIg — FinSets

e contra-espectral
K : FinSets — x — FinUCAIg

sdo equivaléncias das categorias *x—FinUCAIg®°® e FinSets.

Este teorema possui versées para dlgebras de dimens3o infinita.
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Observacao

O teorema acima tem as seguintes implicacées, pela definicio de isomorfismo natural:

@ Existem x-isomorfismos entre x-dlgebras unitais comutativas A de dimens3o finita
e as dlgebras de funcdes F(x(A)).

@ Ademais, estes x-isomorfismos tem “naturalidade”, ou seja, se comportam bem
com relagido a x-homomorfismos unitais A — B entre x-3lgebras unitais
comutativas de dimens3o finita.

@ Para todo conjunto finito Q) o espectro de Gelfand ¥ (F(2)) pode ser identificado
(por uma bijecdo) com o préprio Q.

@ Ademais, tal identificacdo se comporta bem com relacdo a transformacées
f: Q — Q' entre dois conjuntos finitos.
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Categorias de Funtores
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Definition (Categorias de Funtores Covariantes)

Sejam C e D duas categorias fixas. Os objetos da “categoria de funtores” D¢ s3o os
funtores covariantes F : C — D e, para todo F, G € Obpc, definimos

Morpe (F, G) = Nate,p (F, G) .

Dadas N = (Na)acobe : F — G e M = (Ma)acon, : G — H, definimos a composicdo
destas tranformagdes naturais por:

Mo N = (Mao Na)acobe -

C é chamada categoria base da categoria de funtores D .
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Definition (Categorias de Funtores Contravariantes)

De modo similar, os objetos da “categoria de funtores” D" s3o os funtores
contravariantes F : C — D e, para todo F, G € Obpcor, definimos

Mor peop (F,G) = Nate,p (F,G) .

Dadas N = (Na)acobe : F — G e M = (Ma)acon, : G — H, definimos a composicdo
destas tranformagdes naturais por:

Mo N = (Mao Na)acobe -

. . °P  , . ; .
A categoria de funtores contravariantes Sets®  é chamada “categoria de pré-feixes”
sobre a categoria C.
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Defini¢do (Funtor de Yoneda)

Seja C uma categoria localmente pequena. O “funtor de Yoneda” Y : C — Sets””
associado a C é o funtor covariante que transforma o objeto A € Ob¢ no pré-feixe

Y (A) = Home (—, A)
e a flecha f € Morc (B, C) na tranformagdo natural

Y (f) = Home (—, f) € Morggecor (Y(B), Y(C)) .
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Teorema (“Lema de Yoneda")

Seja C uma categoria localmente pequena. Para todo pré-feixe F : C — Sets e todo
objeto A € Obg, as transformagoes naturais Nate sets (Y (A), F) estdo em bijecdo com
os elementos do conjunto F (A) através da associacio

o — aa(ida) € F(A) . (1)
Note-se que
[Y (A)](A) = Morc (A,A) 5ida e ag:Morc (B,A) — F(B) .
Em particular, para todo par de objetos A, B € Ob¢, as transformagées natuarais
Nate sets (Home (—, A) , Home (—, B)) = Nate sets (Y (A), Y (B))
entre funtores hom contravariantes estdo em bijecdo com as flechas

[Y (B)] (A) = More (A, B)

pela relagio (1).
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Seja

C uma categoria localmente pequena e F : C — Sets um pré-feixe.

Dado o lema de Yoneda, surge naturalmente a questio de saber se existe um
objeto A € Obc e um ponto a € F(A) tal que a transformagcdo natural de
Home (—, A) para F seja um isomorfismo natural.

Se existe tal par (A, a) o pré-feixe é dito “representdvel” e o par é chamado um
“elemento universal” do funtor.

(A, a) € universal se, e somente se, para todo outro par (B, b), A € Obeg,
b € F(B), existe dnico morfismo fg € Morc (B, A) tal, que F(fg)(a) = b.

Por sua vez, esta uma condicdo € equivalente ao par (A, a) ser inicia numa certa
categoria natural (dependente de F) para tais pares.

Esta nogdo de universalidade é a relevente, do ponto de vista de categorias, em
diversas situacdes de universalidade que ocorrem em matemadatica, por exemplo nos
produtos tensoriais de espagos vetorias.
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Seja C uma categoria qualquer.

@ Sejam X, Y € Obgy.cor dois pré-feixes. Uma flecha (transformagcdo natural)
f_:)<—>y7 f:(fA)Obc
é ménica se, e somentes se, todas as fungbes fa : X(A) — Y (A) sdo injetoras.

@ Disto segue que dois monomorfismos f, g : X — Y sdo equivalentes se, e somente
se,
im (fa) = im (ga) € Y (A) , A€ Obc,

onde im (fa) ,im (ga) C Y (A) denotam as imagens das fun¢des fa e ga.
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Anologamente a categoria dos conjuntos, esta observagdo permite que subobjetos (que
s3o, por definicdo, classes de equivaléncia de monomorfismos) de pré-feixes sejam
identificados com outros pré-feixes:

Defini¢do (Subobjetos de Pré-Feixes)

Seja C uma categoria qualquer. Os subobjetos de um pré-feixe Y € Obggcor sdo
identificados com os pré-feixes X € Obg,cor para os quais, para todo A € Obc,

X (A)C Y (A)
e i = (ia)acon, € uma tranformacdo natural de X para Y, onde

ia: X (A) = Y (A)

€ a fungio inclusdo x — x.
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Seja C uma categoria qualquer. O objeto inicial da categoria de pré-feixes Sets®” éo
funtor contravariante Oc : C — Sets que a cada objeto de C associa o conjunto vazio (),
e a cada flecha de C, a identidade idy de (). De modo similar, o objeto termial 1¢ de

Sets®”” € o funtor contravariante que a cada objeto de C associa o conjunto {e} de um
ponto e a cada flecha de C, a identidade id(,) de {e}.
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Definicdo (Se¢des Globais de Pré-Feixes)

Seja C uma categoria qualquer e um pré-feixe Y € Obgg.cop .
“secdo global” de Y se, para todo A € Obc¢,

Um pré-feixe X é uma

X(A) = {xa}
para um xa € Y (A) e
i = (ia)acobe , fa:Xat> Xa,
€ uma transformacdo natural. Note-se que:

@ Tais funtores X (segbes globais) transformam necessariamente morfismos
f: A— B deC na dnica funcio {xg} — {xa}. Portanto, estio completametente

determinados pela colecdo (xa)acob,. -

@ A condi¢do de naturalidade corresponde as igualdades
xa = Y(f)(x)

para todo morfismo f € Morc (A, B).

Assim, as segbes globais de um pré-feixe podem ser identificadas aos seus elementos.
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Aula 5/5

@ Revisao geral

(espectros, valoragdes, B-K-S, categorias de funtores, secGes globais)
o Valoracdes como secoes globais |

(pré-feixes sobre as categorias de observaveis)

@ Valoragdes como secoes globais 11
(pré-feixes sobre as categorias de contextos)
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Revisao geral
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Revisao geral

...a esséncia de qualquer experimento em Fisica ndo nos deixa outra
escolha a n3o ser

usar os conceitos usuais, talvez refinados pela terminologia da fisica
classica,

ndo sé em todas as condicbes de construcdo e de manipulacdo do
instrumental de medida, mas também na descricdo dos reais resultados
experimentais ...

. é igualmente importante entender que justamente esta circunstancia
implica que

nao resulta que um experimento sobre um fenémeno que se situa
fora dos limites da fisica classica possa ser interpretado como dando
informacao sobre propriedades independentes dos objetos...

(Niels Bohr)
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Definicdo (Homomorfismos)

Sejam duas dlgebras A e B. A transformagéo linear = : A — B é um “homomorfismo”
(de dlgebra) se esta for multiplicativa, isto é,

=(A1- A) =Z(A1) - E(A2) -
Os seguintes tipos especiais de homomorfismo = : A — BB sdo importantes:
@ Se A e B sio dlgebras unitais e =(1) = 1 entdo = é um “homomorfismo unital”.
@ Se = € injetor entdo dizemos que é um “homomorfismo fiel”.
© Seja A e B sdo x-dlgebras e vale
Z(AY)=Z(A)", Aed,
entdo = é um “x-homomorfismo”.

@ Se A é x-dlgebra unital e C C A um contexto (x-subdlgebra unital) ent3o os
x-homomorfismos unitais ¢ : C — C sdo chamados “carateres” de C.

O conjunto de todos os cardteres do contexto C é chamado “espectro de Gelfand”
de C e denotado por X(C).

v
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Observacao

Se A e B sdo duas dlgebras unitais e = : A — B um homomorfismo unital entdo, para
todo A € A,

oB(=(A)) Coa(A) .

Em particular, se C é uma x-dlgebra comutativa (contexto), para todo cardter v € ¥(C)
e todo elemento C € C, vale
¢(C) € oc(C) .
Se C um contexto de uma dlgebra de matrizes Mat,x,(C) entdo, para todo carater
p € X(C) e toda matriz M € C, o(M) é um autovalor de M.

Observacao

O calculo espectral é um x-homomorfismo que preserva espectros: Para toda matrix
M € Mat,«,(C) autoadjunta e toda funcdo f € F(o(M)), o espectro de f(M) € a
imagem de f, o espectro desta funcdo como elemento da dgebra F(o(M)).

W. de S. Pedra (IFUSP) 8-12 de Agosto de 2022 88 / 117



Revisao geral

Teorema

Seja uma matriz autoadjunta M € Mat,«,(C) qualquer.
i.) A fungdo
L(C(M)) = a(M), ¢ p(M),
€ uma bijegéo.
ii.) Para toda fungdo f : o(M) — C e cardter ¢ € C(M),
f(M)eC(M) e o(f(M)) =f(p(M)) .
Com efeito:
C(M) = {f(M) : f uma fungdo c(M) — C} .
iii.) Todo contexto C de Mat,x,(C) € desta forma, isto é, para alguma matriz

autoadjunta Mec,

C =C(M¢) ={f(Mc) : f uma fungdo o(Mc) — C} .

v
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Defini¢do (Valoragdes)
Seja

Onxn = {M € Mat,x,(C) : M* = M},
isto €, o conjunto das matrizes n X n autoadjuntas.

Em Mecénica Quantica O,x, representa o conjunto dos “observdveis” de um sistema
(quéntico) de n niveis.

Dizemos que a fungdo V : Onxn — R é uma ‘valoracdo” para tais observaveis se, para
todo observavel A € Oy, e toda funcdo f : R — R, vale

V(f(A)) = f(V(A)) .

f(A) € Opnxn, isto é a matriz f(A) é autoadjunta, pois a funcdo f toma valores reais.
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Seja V. uma valoragdo de O,x,, n € N. Para todo contexto C da dlgebra de matrizes

Mat,xn(C), existe um cardter ¢ tinico que coincide com V' nas matrizes autoadjuntoas
de C.

Por este lema provamos:

Teorema (Bell-Kochen-Specker)

Para toda dimensdo n > 3, o conjunto de observaveis O,x, (de um sistema quintico de
n niveis) ndo possui valoragdes.
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Exemplo (Conjuntos Pré-Ordenados)

Seja X um conjunto qualquer e < uma relacdo bindria neste conjunto. Dizemos que
esta relacdo é uma “pré-ordem” se for reflexiva (para todo A € X, A < A) e transitiva
(para todo A,B,C € X , A< B e B < C somente se A= C).

Todo conjunto pré-ordenadado X € visto como a categoria pré-ordem cujos objetos sdo
os elementos de X e Morx (A, B) contém (exatamente) uma fecha se, e somente se,
A=< B.

Nesta categoria todas as flechas sdo simultaneamente ménicas e épicas. Se X possui um
elemento maximo (minimo) entdo este € o objeto terminal (inicial) da categoria.

Por causa deste exemplo alguns autores véem as categorias gerais como generalizacao
da nocao de conjunto pré-ordenado.

.
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Os seguintes dois exemplos de categoria pré-ordem s3o importantes em teoria quantica:

Exemplo (Categoria de Contextos)

Seja € uma familia de contextos de uma *-dlgebra unital A. Para contextos C,C’ € €,
a propriedade ‘C ser contexto (x-subdlgebra unital) de C'" define uma pré-ordem em €.
Portanto, tais familias serdo vistas como categorias.

Denotaremos por €,y , a categoria de todos os contextos da dlgebra de matrizes
Matnxn(C).

Nesta categoria o objeto inicial o contexto dos miiltiplos da matriz identidade. Ndo ha
objetos terminais se n > 1, pois a existéncia de tal objeto implicaria Mat,yx,(C) ser
comutativa.
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Exemplo (Categoria de Observdveis Quanticos)

Sejam A, B € O, dois observdveis quinticos (matrizes autoadjuntas). Dizemos que A
“depende totalmente” de B se existe uma funcio

f:o(B)—>R

tal, que

A= f(B) (de modo equivalente, A € C(B)).
Neste caso escrevemos A < B. Esta relagcdo entre observdvei é uma pré-ordem e O,y p
serd visto como a categoria correspondente.

Nesta categoria os objetos iniciais sdo os observdveis constantes (miiltiplos de matriz
identidade).

N&o h& objetos terminais se n > 1, pois a existéncia de tal objeto implicaria Mat,x »(C)
ser comutativa.
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Definition (Sub-objetos)

Seja C uma categoria qualquer. Para todo objeto B € Ob¢ definimos seus “sub-objetos”
como sendo as classes de equivaléncia de monomorfismos com contradominio B.

A cole¢3o de todos os sub-objetos de B serd denotada por Sub (B).

Definition (Elementos de um Objeto)

Seja C uma categoria qualquer. Para todo objeto B € Obg, s subobjetos de B
correspondentes a fechas cujo dominio é um objeto teminal.

A colecdo de elementos de B ¢é identificada com Mor¢ (T, B) para um objeto terminal
T fixo qualquer (j& que dois objetos terminais sdo sempre equivalentes.)
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Definition (Funtores)

Um “funtor covariante” F : C — D de uma categoria C para uma categoria D é um
transformagdo tal, que:

@ Para todo A € Obg, F (A) € Obp.
@ Para flechas f € Morc (A, B), F (f) € Morp (F (A), F (B)) sdo flechas tais, que
F (ida) = idF(a) e F(gof)=F(g)oF(f) .

De modo similar, um “funtor contravariante” F : C — D de uma categoria C para uma
categoria D é um transformacdo tal, que:

@ Para todo A € Obg, F (A) € Obp.
@ Para flechas f € Morc (A, B), F (f) € Morp (F (B), F (A)) sdo flechas tais, que

F (ida) = idF(a e F(gof)=F(f)oF(g) -

y
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Definition (Transformagdes Naturais, Caso Contravariante)

Sejam C e D duas categorias quaisquer e sejam F : C — D e G : C — D dois funtores
contravariantes. Uma “transformacgdo natural” N : F — G é uma colecdo
N = (Na)aconb, de flechas Na € Morp (F (A), G (A)) da categoria D tais, que

F(B) — . F(a)

Ng Na
G(B) — > G(A)

para todo A, B € Ob¢ e toda f € Morc (A, B), isto é,
NaoF(f)=G(f)o Ng .

A coleg3o das transformacdes naturais de F para G serd denotada por Natc,p (F, G).
v
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Definition (Categorias de Funtores Covariantes)

Sejam C e D duas categorias fixas. Os objetos da “categoria de funtores” D¢ s3o os
funtores covariantes F : C — D e, para todo F, G € Obpc, definimos

Morpe (F, G) = Nate,p (F, G) .

Dadas N = (Na)acobe : F — G e M = (Ma)acon, : G — H, definimos a composicdo
destas tranformagdes naturais por:

Mo N = (Mao Na)acobe -

C é chamada categoria base da categoria de funtores D .
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Definition (Categorias de Funtores Contravariantes)

De modo similar, os objetos da “categoria de funtores” D" s3o os funtores
contravariantes F : C — D e, para todo F, G € Obpcor, definimos

Mor peop (F,G) = Nate,p (F,G) .

Dadas N = (Na)acobe : F — G e M = (Ma)acon, : G — H, definimos a composicdo
destas tranformagdes naturais por:

Mo N = (Mao Na)acobe -

. . °P  , . ; .
A categoria de funtores contravariantes Sets®  é chamada “categoria de pré-feixes”
sobre a categoria C.
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Seja C uma categoria qualquer.

@ Sejam X, Y € Obgy.cor dois pré-feixes. Uma flecha (transformagcdo natural)
f_:)<—>y7 f:(fA)Obc
é ménica se, e somentes se, todas as fungbes fa : X(A) — Y (A) sdo injetoras.

@ Disto segue que dois monomorfismos f, g : X — Y sdo equivalentes se, e somente
se,
im (fa) = im (ga) € Y (A) , A€ Obc,

onde im (fa) ,im (ga) C Y (A) denotam as imagens das fun¢des fa e ga.
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Anologamente a categoria dos conjuntos, esta observagdo permite que subobjetos (que
s3o, por definicdo, classes de equivaléncia de monomorfismos) de pré-feixes sejam
identificados com outros pré-feixes:

Defini¢do (Subobjetos de Pré-Feixes)

Seja C uma categoria qualquer. Os subobjetos de um pré-feixe Y € Obggcor sdo
identificados com os pré-feixes X € Obg,cor para os quais, para todo A € Obc,

X (A)C Y (A)
e i = (ia)acon, € uma tranformacdo natural de X para Y, onde

ia: X (A) = Y (A)

€ a fungio inclusdo x — x.
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Definicdo (Se¢des Globais de Pré-Feixes)

Seja C uma categoria qualquer e um pré-feixe Y € Obgg.cop .
“secdo global” de Y se, para todo A € Obc¢,

Um pré-feixe X é uma

X(A) = {xa}
para um xa € Y (A) e
i = (ia)acobe , fa:Xat> Xa,
€ uma transformacdo natural. Note-se que:

@ Tais funtores X (segbes globais) transformam necessariamente morfismos
f: A— B deC na dnica funcio {xg} — {xa}. Portanto, estio completametente

determinados pela colecdo (xa)acob,. -

@ A condi¢do de naturalidade corresponde as igualdades
xa = Y(f)(x)

para todo morfismo f € Morc (A, B).

As secbes globais de um pré-feixe podem ser identificadas aos seus elementos.
v
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Valoragées como Secdes Globais |

Valoracoes como secoes globais
de pré-feixes

sobre as categorias de observaveis
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Valoragées como Secdes Globais |

Definicdo (Pré-Feixes de Observaveis)

Seja o conjunto O, , de observavais de um sistema quintico de n niveis considerado
como uma categoria pré-ordem (conforme ja discutido). Seja O, a categoria dos
pré-feixes sobre Oy p.

Definimos o objeto Snxn de O,xn como o funtor (contravariante) que leva observaveis
A € Onxn nos respectivos espectros o(A) (conjunto dos autovalores de A) e flechas
f : A— B (inicas quando existem) nas respectivas funcées

f:o(B)— a(A)
(dnicas, pela injetividade do calculo funcional) tais, que
A=1f(B).

Snxn € um funtor, pois, para toda matriz autoadjunta M € Mat,x,(C) e fungdo
f:o(M)— C vale
o(f(M)) = f(o(M)) .
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Teorema

As valoragées V' de O, estdo em bijecio com as secbes globais X de S,x, pela relacdo

XV(A) S {V(A)} 5 Ae Onxn 0

Demonstracao.

Suponha que V seja uma valoragdo. Para toda matriz (autoadjunta) A € O,«,, vale
V(A) € o(A), pois valoragdes definem cardteres em contextos.

Considere o pré-feixe X sobre O, , definido por
Xv(A) ={xa} e Xy(f)=x5+— xa
para todo A, B € O,xn e f: A— B, onde
xa = V(A) € a(A) = Snxn(A) .

O

v
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Demonstracao.

Este pré-feixe é uma sec3o global (isto é, um elemento) de S,x, se, e sé se, as seguintes
igualdade s3o vilidas:

XA = Snxn(f)(XB)
para todo A,B € O,xnef:A— B.

Mas existe (por definicdo da categoria O,x,) uma flecha (a qual é dnica) f : A — B se,
e somente se, A= f(B) para uma fungdo f : o(B) — o(A).

Logo, as equagdes acima equivalem a
V(F(B)) = F(V(B)), B € Oun

que vale pois V é valoragdo. Assim, Xy é secdo global.

Claramente, a transformagdo V — Xy é injetora. O
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Demonstracao.

Para mostrar que ela é sobrejetora, seja X secdo global de Sy, e defina Vx : Opxp — R

por
V)((A)iXA7 xa €ER

onde x4 € R é tal, que X(A) = {xa}.

Pela definicao de secdo global,
XA = Snxn(f)(XB)

para todo A.B € O,x, e f : A— B, o que implica que
Vx(f(B)) = f(Vx(B)), B € Onxn,
isto é, Vx é uma valoragdo. Por construgao,
X(A) ={Vx(A)}, A€ Onxn,

e fica provada a bijetividade.
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Do dltimo teorema e do de Bell-Kochen-Specker segue:

Corolario

Para todo n > 3, o pré-feixe de observdveis S,x, ndo tem secées globais (elementos).
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Valoracoes como secoes globais
de pré-feixes

sobre as categorias de contextos
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Definicdo (Pré-Feixes de Contextos)

Seja €, a categoria (pré-ordem) de todos os contextos da dlgebra de matrizes

Matnxn(C). Definimos o objeto Py, de Sets®*n como o funtor (contravariante) que
leva contextos C de Mat,x,(C) nos respectivos espectros de Gelfand ¥(A) (conjunto
dos cardteres de C) e flechas f : C — C' (dnicas quando existem) nas funcées

Poxn(f) : Z(C) — X(C)
o = plc’

onde ¢|c denota a restricdo de ¢ : C' — C aC C C'.

Recorde-se que existe (por definicdo) uma (tnica flexa) f : C — C' se C é x-subdlgebras
unital de C'. Portanto, p|c é um x-homomorfismo unital C —C, ou seja, o|c € X(C).

Shxn € um funtor, pois, para contextos encadeados
c c C/ C C//

e cardteres p € ¥ (C") vale
ele = (pler)le -

y
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Observacao

@ Como jd observado, espectros de de Gelfand X(C) de contextos C s3o vistos como
“espagos de fase” (isto &, conjuntos de estados deterministicos cldssicos) de algum
sistema fisico classico.

@ Assim, o funtor P,x, transforma os contextos de €,x, em tais espacos.

@ Ademais, este funtor transforma as relacées de inclusdo dos contextos (flechas de
Cnxn) em relagcdes de inclusdo entre os respectivos espacos de fase.

@ Tal procedimento efetua uma espécie de “colagem” dos diversos espacos classicos
(locais) num tnico objeto (global).

@ Esta construgdo é, portanto, uma tentativa de dar sentido matematico preciso a
ideias de Niels Bohr sobre a complementariedade.
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Teorema

As valoragées V' de O, estdo em bijecido com as secbes globais X de P,xn pela relacdo

X\/(C) = {9022/} ; C € Chxn ’

onde p¢ € ¥(C) é o tnico carater de C que coincide com V/ nas matrizes autoadjuntas
deste contexto.

Demonstracao.

Suponha que V seja uma valoracdo. Considere o pré-feixe X sobre &,y , definido por
Xv(A) ={p} e Xvu(f) =l — ¢l

para todo C,C’ € €,xn e f : C — C'. Este pré-feixe é uma secio global (isto é, um
elemento) de P,x, se, e s se, as seguintes igualdades s3o vilidas:

@ = Puxn(F)(0tr) = pilc

para todo C,C' € C,xne f:C — C'. O

v
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Demonstracao.

Para C =-subdlgebra do contexto C’, pela definicio dos cardteres ¢y, C € €.y, tanto
¢ quanto a restricio ap(‘:// ¢, coincidem com a valoragao V' nas matrizes autoadjuntas
do (menor) contexto C.

Assim, pela unicidade dos carateres Y, C € €,x,, as iguadades acima s3o sempre
verdadeiras. Logo, P,xn € secdo global.

A transformacdo V — Xy é injetora, pois, como toda matriz autoadjunta M € O,x,
estd no contexto C(M)€EC,x,, para valoragdes V # V', necessariamente existe um
M € O,xn tal, que

V(M) = o€y (M) # ol (M) = V(M) |

ou seja pl(uy 7 Pe(my:

Para mostrar que ela é sobrejetora, seja X uma secdo global de P,x, e defina
Vx : Opxn — R por
Vx(A) = ¢c(a)(A) ,
onde ¢ € X(C) é tal, que X(C) = {¢c}. O

v
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Demonstracao.

Note-se que
Vx(A) € a(A)

por propriedades conhecidas de carateres. Seja A € O,x, uma matriz autoadjunta
qualquer e 7 : o(A) — R uma fun¢3o.

Recorde-se que f(A) € C(A) e, assim, C(f(A)) estd contido em C(A).
Pela definicdo de secdo global,
pe = Paxn(g)(C") = pcrlc
para todo C,C’ € €,x, e g : C — C’, o que implica que, para todo A € Opxn,
Vx(f(A)) = eciran(f(A)) = pew(f(A)) = f(pew(A)) = F(Vx(A))

isto é, Vx é uma valoragdo.
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Demonstracao.
Recorde-se que, para todo A € O,

C(A) = {f(A) : f:0(A) =R} .

Portanto, da igualdade
Vx(f(A)) = we(a)(f(A))

. ‘ v
e unicidade dos carateres %, C € C,x,, Segue que

\%
Pea) = e -

Como todo contexto C € €,y é C(A) para algum A € O,xp, temos
X(€) = {pc} ={o¢}, C € Cuxn,

e fica provada a bijetividade.
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Do dltimo teorema e do de Bell-Kochen-Specker segue:

Corolario

Para todo n > 3, o pré-feixe de contexto P, ndo tem se¢bes globais (elementos).
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