Quantizacio de Campos em

Espagos~TemPos Curvos

Preliminar: O Oscilador Harménico
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Quantizacio do Oscilador Harménico

4 N
Hamiltoniana: H = ——p E-—maoqg
2m 2
Relac;é")es de Comutacao Candnicas: [g,p] =il

Definimos operadores de aniquilacdo e criacdo:
. ]

mao l mao l
D= Pea'=,/—q¢q P

2 \/ 2me 2 \/ 2mae
com élgebra a,a'l=1e que satistazem :

D) H=w (cﬁa +%I> e (2) [a, H] = wa

Assim, na representacao de Heisenberg a evolucido teml:)oral de a fica

day(1)

- — [H, aH(t)] = — ia)aH(t) — aH(t) — ge o1
Logo
qp(t) = (ae_iwf a‘reiwt> e py(t) = mdQH(t)

\/ 2mw dt

ST v A, AT L g = P = S haamel Sal e P - - T —————————— -~ e B T S . - —t— = e 2. e . . e e e Tl by
PRI 5 T 0V TR e Ty ATy Ty e T Y N T R AT i T I, T AT Y - - L. - TR i T L



Quantizacio do Oscilador Harménico

Ground State (Estado de Vacuo):
Estado|0) tal que a| 0)=0
' N-esimo estado excitado:

B ()0

n!

. | 1
Assim H | n) =En\n),EnEa)<n+5>,n€ 7

| Espac;o de Hilbert de estados do campo ¥ ~ L*(R) (admite {| n)},cz+ COMO base ortonormal)

Para N osciladores clesac:oplaclos, q;Di| = iél-jl (toclos 0s outros comutadores se anulanclo) ,

temos uma construgao anéloga 3 descrita acima para cada um deles resultando em um estado de
vacuo |0) = ®j]\;1 \O)j (com aj\O) =0,Vj e {1,---,N}), o

1 . | Ny
| ny, SO — <a‘r> o (a?“) 10) e espago de Hilbert total K\ = ®j.\;l %j.
1.
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Espago dc—: Fase

O Fibrado Cotangente Sistema de coordenadas {¢%} em Q induz um sistema de

| T*(l;[) coordenadas (chamaclo de canénico) emT*@,

‘ Dado P = (q,p) € T#Q temos a representacao coorclenacla:é :

1

$
¢
;

-, q")
p = Zpa &y = Zpadqp (P1> "> D)

q- (g,

/A\SSimI gj = (q1, o qnapla ”.9pn)
coordenadas de &

s - ] Obs.: T*Q define uma variedade (.e.
T+Q = {(q, P) q < @ P € T*@} spaco 2n “sul:)emcicie”) 2n dimensional

clxmensnonal das‘ osxgoes-.e momenta __gg:nerallzados do sistema
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O Fibrado Cotangente

| i A Hamiltoniana (dependente do tempo) & uma funcio escalarem R X T*Q),
{ |
i e, H: RXT*Q - R, que carrega toda a informac;éo sobre 0 sistema
dinamico definido em T#Q
|
é
| . |
= | Cquacoes de Hamilton:

§
| | dqg® OH
T dt  op.
| dp, oH
; =
| —_— dt 0g”
o Tkl EZ (q,p):q € Q,p e T;Q p: Espagoln

e dimensional das “Posigéesemomenta generalizados”co sistema
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| T+Q

10 = {(q,p

O Fibrado Cotangente

A Forma €2

(q(»), p(0))

Q& @,pe T:f

. dimensional das “Posigées e momenta generalizados” do sistema

. Espaco 2n

Vamos definir uma notaco para as coordenadas candnicas T*Q de tal forma a
tratar q e p em Pé de igualdade

gl=a = ga gl=atn = g =1 ..p

Sendo assim, temos & = (q, p) ¢ as equagdes de Hamilton ficam

de’  oH

- = : J — 1,...,n
dt a§J+n

dg’ oH
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O Fibrado Cotangente

G o 0
(a(0), p(®)) e
Suainversa ¢ dada por
; 0-1 _ | (i::
|

T+Q —Z (q, p) % q < @ pE T*@ | . Espaco2n

T T o T o G e g e TN e ATV

cllmensuonal clas Posngoes e momenta general:zados do sistema

d_gf

A Forma €2

\amos definir a matriz €

L,
0

1
0

2n

= 2@

I_

cujas componentes denotaremos por QY 1J7=1,--,

Usando Q, as equades de Hamilton ficam

agl




O Campo Hamiltoniano X,

O Fibrado Cotangente

i

] Olhando para o lado direito das equagées de Hamilton, Po&emos definir o campo vetorial X 7

- T*Q \

‘ X, Xh em T#Q cujas componentes 530 dadas por
& i
Xn 5(1) XI{I = Z QU—I
X | e

& | Assim, as equacoes de Hamilton Podem ser escritas como:
L 50)
gt

/ A / / /

Vemos entdo que as solucdes E(f) = (q(t), p(t)) das equacdes do movimento nada mais

| s30do que as inhas de campo do campo Hamiltoniano X,

q€ QpeT;Q ;: Espagoln

70 EJ{ (, :

dimensional das “Posic;ées e momenta generalizados” do sistema
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O Fibrado Cotan ente

dimensional das “Posig()es e momenta generalizaclos” do sistema

O Campo Hamiltoniano Xy

Algumas Observacoes Matematicas:

O campo Xyeum capo vetorial sobre 0 espago de fase T*Q, ou scja) em cada Ponto
£ e T+Q, X, em & define um vetor tangentea T*Qem &, e, Xy() € T (T*Q),
0 €5Paco de vetores tangentes ao espaco de fase em G

Nas coordenadas candnicas & = (ql, voe, p”) , temos (Para cada ponto &) 0s vetores

0

\ J . Kie
tangentes as coordenadas {&7): E ', [na notacdo de geometria £; = et com

E,=0/0g%E, 6 = dldp,|.OsE;s formam uma base para T, (1+Q).

Assim

2n 2n
0
X ) X B - Zx,ga—a
J=1 g
com

2n
= $



O Campo Hamiltoniano X,

O Fibrado Cotangente

s ’%—g,—_.__ﬁi-pa ' | ~ A
T+Q I : : : l Algumas Observac;oes Matematicas: |
- =4 - - 1— = ",’ B ',T ~ 7’| Dadovetores X, Y tangentes ao espago defaseeméfie, X, Y € T (T*@)],POACWOS
| | | escreve-los como [fixado o sistema de coordenadas candnico]: :
- -+ T 3 on n
| | I - I \
‘ L X ¥ X e ) (XN R X0
T o i

¥= 3> VB ey (VAE $ V%0

=1 a=1
Assim, temos
| 2n n
QXY= ) QXY =) (XU — X%Y*)
L= a=1

T+Q = { (q,p): q € @,pe T;lk | : soagoZn

dimensional das “Posigées e momenta generalizaclos” do sistema
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Os Colchetes de Poisson

O Fibrado Cotangente

- T*Q e l | |
oot T I =l = . —ue
l l
| | \
R — p — - — — e : ) S e ; o % 3 o ;
J; e T ‘ ﬂ T Definicio: Observéveis fsicos (ou variaveis dindmicas) sio descritas Por?ungoes reals
. ‘ ‘\ b 4§ suavesno e5pago de fase, ou sc-ja) funcdesf: T*Q » Rouf: RX T#Q - R
~ T \ \ a
L B Ao \ | "1 no caso delas dependerem exPIicitamente do tcmpo].
\ \ \ \
“—r-_MET BEaE R S
c=(q;p) ¢ |
= .
(T7Q)
I | I I I
& - T B R R

Q= { (q,p): q € @,PE Tflk g soagoln

dimensional das “Posigées e momenta generalizados” do sistema
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Os Colchetes de Poisson

O Fibrado Cotangente

. Assimcomo a Partir daHamitoniana H : T*Q — R definimos o campo vetorial

L0 I I I I l HamiltonianoXH) dado uma varidvel dindmica f: T*Q — IRPodemos definir 0campo X

cujas componentes (na base associada as coordenadas candnicas) sdo

. XJ - 2Zn Qlfa_f.

—1

=] a=1

n n
oH oH
o J i
o z |,)(HEJ EH ( Ea aana+n)

Ly = { (q,p) : q € @,pe T>‘< | : ssagoZn = | a=1

dimensional das “Posig()es e momenta generalizaclos” do sistema

2n n

¥

\ - J o

. Xf = ZXfE = ( Ea aqa Ea+n)
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Os Colchetes de Poisson

O Fibrado Cotangente

R A v Definicio: Dado dois observaveis fisicos (ou variaveis dindmicas) f,e:T*Q - R |ou

l f,g : R x T*Q — R nocasodelas dependerem exlalicitamente do temPo], definimos
seu Colchetes de Poisson como: if,g} = Q (Xf, Xg>

Em termos das coordenadas {5 < (q!, -, pn)} candnicas e base {E J} de

vetores tangentes associaolosJ temos

2n n
of Og of Og
el Il
{fa g} — Z QIJXfXg i Z (aqa apa apa aqa>

1.J=1 o=1
Onde usamos que
)
g3
I
= %

| . Espaco 2n 2n : n of of
dimensional das “Posig()esemomenta generalizaclos” do sistema g Z Xf B= a_EO‘ 0 aEO‘+”
Pa q
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Os Colchetes de Poisson

Propriedades dos [ -, - }

L dbgli =10 /]

2. {af+bg,h} =alf,h} +big,h}a,beR
of of

5 {qaaf} - 5 ’ {paﬁf} = , X = 19'"9”
Pa 0q“

4. (9% 4"} = (Popp} = 0, {q%pp} = 55, @, p = 1,0+, n
5 file.h}} +{g{nfl}+{mifig}} =0




Esi:)ago de Soluc;oes e aForma €2

O Dracl Cotangente Sul:)onha uma Hamiltoniana cluadratlca
; s T e
T*@ | = 52 (s ¢, comKy; = Ky,
| X | LJ
. . Se &) = (qu(0), p1(D) e &) = (qu(D), Pa(2)) s3o duas solucdes de
o df] X (f(t)) lembrando ueXJ 2ZHQU a—H.\/emos entdo que
|2 : " gl |
H» l 4 J 2n
5 2 QUK & ¢, 5 8(1) = QE (), (1)) = 2 Q,ElDE)
I' temos
* | d3 : : , ,
1 Xp d(tt) = Q(&(1), £5(2)) + Q2(&E,(2), E5(2)) = Z 5 (QJIKJ'LQL@] + QJJKJfoszD
1JJL
— logo:— = Z KIJ51J§2 Z Klj‘ff‘fz

I#Q = {(q,p) qeQ,pe T;f@}:
Espaco In dimensional das Posigées e momenta
generalizaclos do sxstema de solugoes éj(t) das equagoes de Hamllton em T*@ que dcnotaremos Por &

N A Com - I T, ET O T e T A G ETIIEI ee  P P  eet

Assim é(t) = Q(fl(t) EH(1)) = Cte 0 que define uma forma simplética €2 no espago
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Quantizacdo Alternativa do Oscilador

Harmonico
A Forma Q e o campo X.:Oscilador Harménico

Considere uma Particula&e massa movendo-se em I-D sob acdo do Potencial V(g) = Ema) 2g*. A Hamiltoniana do sistema é dada

: e o
:‘ PorH = | mw2q2 [usando as coordenadas candnicas (g, p)emT*Q = R X R]. Resolvendo as eciuac;ées de

2m 2
J 2n

Ham:lton e Z QH—g obtemos &) = (q(1), p(2)):

The snmple harmonic oscnllator

: q(t) T q(O) cos(wt) + 29 )sm(wt) :
p(t) p(0) cos(wt) — qu(O) sin(wt)

| O campo Hamiltoniano X, fica entdo

oH p [ 0 L0
. = | Y meg
o0& 0q ap

que £ camPo vetorlal CUJas inhas de camPo 530 as ehpses descritas Pelas solugoes () = (q(t) p(t))
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— T W‘m o i v S D S s UL e ST o R S o R SR = ~——- - - — —— N T ST T - ¥




Quantizacdo Alternativa do Oscilador

Harmonico

Note que, como hodemos escrever sempre p(t) = mq(1), Podemos identificar o espago de solucdes & do oscilador Harmonico com

0 €5Paco vetoria gera&o Pelas solugées

€

Ol L \/ A

= | ,coma = T | .
\/ 2mw \/ 2mw 2 \/ 2mw

Como &(t) = (q(1), p(t)) = (q(t), mq(¥)),aacdo datormaQem & ¢ definida por

Q(q,, qp) = Ey,6,) = m [611(092(0 = %@Ql@l

Ao complexiﬁcarmos &, e fazendo & = ST onde ST gerado por solugées da forma

—iwt Lt
e

q(t) = a - J

2mw \/ 2mw
definimos o chamado “Produto interno” de Klein-Gordon (, dgcemS € usando a forma Q como:

(91> D) kg = 182G, 9o)
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Quantizacdo Alternativa do Oscilador
Harmonico

Note, entretanto, que (+,* Ypanioé Positi\/odeﬁniclo em S (e portanto ndo define um Produto interno de fato) )jé que

(@, D) ke = i2G,q) = |a|”— |8

Forém, vemos que Podemos escrever:

(1) SC:%EB%,OMC%E {a ; e_ia)t:aEC}.

\/ 2mw

@ () KGépositivodeﬁnido em F tornando (?/ SE ) KG) UM €spago de Hilbert .

() Dadog* € Heq € H,{qg",q Vg =0.
Para quantizar 0 oscllador, Precisamos escolher quem serd o espago de Hilbert de estados do sistema, onde 0s observaveis do oscilador serdo

definidos como oPeradores auto-acﬁuntos (com Particular interesse para o oPerador Posigéo q). Tal espaco NAQ é F, mas serd construido a

Partir dele.




Digress3o: Cspaco de Fock de um e5pPaco de Hilbert

Dado um espago de Hilbert %7 definimos o espago de Fock associado a ele como

1P (?/ ) =Co # b (?/ R, A ) G- =ChB2, ( ®S;‘=1 H ): Descreve estados com ntimero arbitrrio (ou
EQRQYr+x 5) e

indeterminado) de “Particulas“ (ou excitacoes). [Observagéo: Seé,y € H,entio EQ, y = > (

analogamente para 0s Outros Produtos tensoriais]
Assim, umvetor ¥ € 3, (%) ¢daforma¥ = (c\P, Wi, Yo, ) onde W, € ®~§:1 Z (e, portanto, se { €, } ,en € base

ortonormal de 7 temos y; = Z bt e QG eﬂj.)

o
Se P = (CT, Wi, W, ) e D E](cq), O, P, ) entdo

(P,®) =¢7c®+ (y, d,) o + (4, P voxt define um Produto internoem g, (?/ ) 0 que o transforma em um
espago de Hilbert.
Vamos denotar a contracio de um o € F com W € ®~§:1 A comoG - W, = (0, ;) o € ®Jl;} F |Por exemplo) s€

e 1) 00 - — Kira
Y = Z altoe, @ e, entdos -y, = Z a2 (o, e, )y, |
Hi-H2 Hi-H2
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Digress3o: Cspaco de Fock de um e5pPaco de Hilbert

Podemos definir oPeradores criacio, a’(x), e aniquilagéo, a(6), de modos/estados o, y € H por:
a'(¥ = (O,C‘P)a V2r ®,v1. V31 ®, v, ) ca(0)¥ = ((6, V)V 26 - ¥\ 36 - s, )

Comtais definicdes vemos que

) |a(@),a(®)| =0

2 ]a’(n,a’"©)] =0

3 |a(6),a’(p)| = (0. x) g1

Como exemplo) vamos provar 3) [() e (2) fica como exercicio!].

a@a' (¥ = a(5) (0,6‘1')(» V22 ®, v, V32 @y, ) = (0, 1) 326+ (X ®s41),36 - (x ®, y»), +*)
Usando que 2y Q, y; = ()( X vy + v, ®)() temos 26 - (¥ @, ;) = (0, 1) 7 + (O, W) 5 X. Analogamente)
mostra-se que 36 - (¥ @, ¥r) = (O, 0) W + 2(6 - yr) @, yeassim Pordiante.

Com 1sso encontramos

a(d)a’ ()P = (CT{UJO%, (O ) W1 + (O W) op X (0, X)) o> + 2(6 - yr) B 1, )

o —— —————E ST e I e T TN e ST - B T ————— R, ———__
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Digress3o: Cspaco de Fock de um e5pPaco de Hilbert

| /—\na|ogamente mostra-se que

a'(ae)¥ = a?‘(;()(«;, ) eV 26 -y \/36 - s, ) = (0,40, 1) 5. 4:2(5 - y) ®; > ")
'Como

a(&)aT()()\P — (C‘P<69)(>%9 <69%>?/Wl T <69 w1>?/)(9 <09%>%WZ i 2(5 ; W2) ®s X )

temos

| [Cl(&), aT(%)] T = <69)(>%<C\Pa Wi, Yo, ) = <69%>%‘I’

0 que demonstra a relagéo de comutacoentre a(6) e a’ ().

Note que se {e,}en base ortonormal de Z temos

|a(e), a'(e)| ¥ = (e, el = 6,1 (assma (éﬂ) < aﬂjcﬁ (eﬂ) < a;)

',Assim, temos ‘PO_E |10) =(1,0,0--+) € F, [% ) que satistaz a(5) | 0)=0,Voe # (estado de vacuo).

[ 141, - 14 = (aT(%l))”l,..(aT()(N))nN 0) = (0,0, ®; *+ ®, xn:0,-)

1 | o . :
v (a'(r) \/TN' (af ()™ 10) = (o,...,o, ( ®S11;(1) R - ®. ,o,...< ®S1N)(N>)
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Quantizacdo Alternativa do Oscilador

Harmonico

Podemos escrever:

= 1 |
) St=F o %)ondc%z {0{\/ gl gy e C}.
2mw

Bk Positi\/o«:leﬁnido em H tornando (7/ ) KG) UM €spago de Hilbert .
L () Dadogt € Heq € H,(q".q Vg =0.

. Paraquantizar o oscilador, usamos F como nosso espaco de “1~Particula” e definimos como espaco de estados o espaco de Fock (7{ ) ._
Far oPeradores de (Heiscnberg) de Posigéo e momento s3o definidos por
gyt = u(n) a(i,) + i) ,a (u,) epy(t) = mgy(o),

| 1
fj resPectlvamente, onde u = e e temos que (U Up) ki = 1820, U,) = 1.

\/ 2mw




Quantizacdo Alternativa do Oscilador

Harmonico

Vamos definir K : € — % comoo oPerador que pega soluces arbitrarias do oscilador Projeta emsua " parte de Frequéncia

A Positiva” (ou norma Positiva). Assim, se g(t) = au, (t) + pu (1), temos que

Kg=au, = (u,,q)u,

| ondeusamos (#,, 4, Ve = 1e (i, Ve =0 (Propriedade )) paraescrever @ = Uy, G) kG

Analogamente) definmos K : € —» H# (que toma a parte de norma, ou ?requéncia, negativa da solugéo q) por Kqg = Kq = pii,, com

ﬁ = <l/_la)9 Q>KG




N Osciladores Harménicos Desacoplaclos

Quando temos N osciladores desaco lados 0espacodetase ¢ T*Q comQ = RY. Assim, em coordenadas candnicas em T Q temos que
P b 9

umdado 5 e T#Q édatorma c = ( q,p ) = (q TS q ,P1> s Pn) €2 Hamiltoniana do sistema Pode ser escrita como

H = Z [Zm - —mo; qj]

- Como cles estao desacopladoa cada um deles t&m so|ugéo

_ . P ](O) g ot ma; - j(O)
qi(1) = ¢/(0)cos(wyt) - sm(a) 1) = a a; ,coma; = q/(0) + i e
D = jqj (7)

' e—ia)jt

€, assim, uma solugéo arbitraria do oscilador & da forma = Z au._ +au_|comu =10,---.0, 0,---,0




N Osciladores Harménicos Desacoplaclos

O espago de solucdes S tem definida a forma simplética Q(q,q)) = — Z m; qéq’fi — q{% 3 Partir da qual definimos o Procluto

. J
interno de Klein-Gordon (q;, Q> ) xc = i€ ((11, q2) . Assim como no caso I-dimensional, temos que a complexiﬁcagéo Stde S

' satisfaz

| i S =D ?:f)oncle% = { Zajuwj LAy, Oy € C}.

_; 2) (+,) KGépositivodeﬁnido em I tornando (?/ L) KG) UM €spago de Hilbert .
() Dadoqt € Zeq~ € Z,(q", q )xc=0.

Notequeos 4 u,, = |0,-+,0, 0,---,0| :j = 1,-+, N ¢ satistazem (1, uwj) KG = 0;;¢€,Comisso, forman uma

base ortonorma para (?/ e >KG)

T 5 e 5 T TR ORI ey P I D e T e T APTIR s TETITI e y T TR T - - R - A= - = — :, e el ey




N Osciladores Harménicos Desacoplaclos

Para quantizar o oscilador, usamos F como nosso espago de “l—-Particula” e definimos como espago de estados o espago de Fock
S, () = C_ e < ® S]'flzl H ) 6 oPerador de (Heisenberg) de posicao ¢ definido por

4D = Y, |1, (0a(i,) + G, 0a'(w,)

onde 2 u, =10,---,0, 0501 7= Lo Noe (.4, =0,

SeK : St > Féo Projetor que pega solucdes arbitrarias do oscilador Projeta emsua " parte de grequéncia Positiva” (ou norma

Positiva)) e, seq(t) = Z ajuwj(t) + ﬁjﬁwj(t) ,temos Kq = Z L, , 4 = (u;j, q) ke Além disso,K_q — Z ﬁjﬁa)j
. 1 : J J

con = = (i, D




N Osciladores Harménicos Desacoplaclos

Observacio: APesarclas quantizagées (% = ®j.\; ; L“(R), ¢, Pj) e (3 . (% ) , Q5 pH) aparentemente
serem bem diferentes, elas 530 equivalcntes devido ao teorema de Stone-Von Neumann. No entanto, a versio via espago

de Fock usando 0 espago de fase classico é muito mais i para ser aplicacla e campos quénticos.

PSS = - - - —pm— e e i S e o ad TS AN e ——— . - - e Pl a - —— T —— ——— e ———— R ol - - i s s e - ~ TR - - -— - —————— - — —
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Quantizacdo de N Osciladores Harménicos

Desacoplaclos

Resumo

| Dado o espago de fase classico (cS’ : Q)) com £2(q,qQ,) = — Z m; qéqfl — q{qu fazemos a complexiﬁcagéo §Cde s,
: _ _

definimos o Produto interno de Klein-Gordon {q;, @) g = iQ ((]1, qz) e tomamos qualquer sub~cspago # C St que
- rox

“ () KGépositivoﬂeﬁnido em X tornando (?f ) KG) UM €spago de Hilbert

| ) Dadoq" € X eq € Z,{(q",q Vg = 0.

- Quantizamos o campo definindo como espago de esta&osoespago de Fock ¥ . (?/ ) = ( & S]’.’zl H )

. Emta espago, definimos os oPeradores de Heisenberg de POsicdo commo

| qH(T) — 2 :uwj(t)d(l_le) -+ ﬁa)j(t)dT(ua)j):

J
ondeK : € > Féo Projetor que pega solucdes arbitrarias q(7) e Projeta em sua parte de norma Positiva.
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Quantizacdo de N Osciladores Harménicos

Desacoplaclos

Resumo

O estado de vacuo é o vetor

10y = (1,0,0-) € §, (%)

que satisfaz a(€) | 0) = O,VE € ¥

Note que a escolha de “vacuo” (e, consequentemente, de excitacdes sobre esse vacuo) estd intimamente ligacla descolhade Z. Para a escolha

_,_ usual de 7 para 0 conjunto de osclares, i.e.

H = { Zajuwj LAy, v, Oy € C}com i =100 0,---0l:j=1,--,N ¢ ¢ <11a),» umj)KG — 517-)

|10) = (1,0,0--+) € &, (?/ ) define 0 vacuo (ground state) usual do oscilador.

Voltaremos a esse fato mais a frente.. ..
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