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O Espaco-Tempo de Minkowski

1 = Zx’“‘e

(R’ = 0 e e v

=Tt

AX@@ — XQ v Xg> Z Axﬂe — (At AX)

. e Mt s e gmis “ o SRV v-ym ~ A,M ’. .._7_7,,'

R TR T

——

o

P

Espaco-Tempo de Minkowski: (IR4, ;7)

A métrica i determina distancias espac;o~temporais: |
U v
AS@@ Z [PACSNAY 7

além da estrutura causal do esl:)ac;o~tempo e
relacdo causal entre os eventos).
Nas coordenadas cartesianas usuais (associadas a

uma familia de observadores inercials):

AS@@ At +AX2—>;7W:diag( F++)




O Espago-Tempo de Minkowski

Espaco-Tempo de Minkowski: (IR4, ;7)

2 % | 1 ~ /1 —~—~
Asg e < 0: Eventos com separagdo tipo teml:)o

Aséa = 0: Eventos com separacao tipo-luz

2 = ! = ( s
Asg > 0: Eventos com separacdo tipo €spaco

spacelike

e T T T e T TR e T S A T S T S T o A D o T T D - o SR e TRt




O Espac;o~TemPo de Minkowski

spaco-Tempo de Minkowski: (IR4, ;7)

Se. para todos os pontos vizinhos P e @ = P + dP

ao |ongo de uma curva no espaco-tempo satistaz:

- dséé < () - Curvatipo-tempo
Time like

tangent
vector

dséa — 0 » Curva tipo-luz

dséé >0 — Curvat DO-E5PAaco

Particulas COmM Mmassa: movem-se em curvas tiPo~

. \ tempo (chamaclas de linhas de mundo)

\
— Particulas sem massa: movem-se em curvas txPo~|uz




O Espaco-Tempo de Minkowski

Tempo~|3réprio: ComPrimento de uma

l 11 11 : / Cl
10 1 curva tlpo-tempo y que val de um evento |
Z z P aumevento @Q [éo tempo medido por
o |z Z relégios honestos carregaclos Pelo
':_‘U
i : i observador]
3 é) 3
2 2
To=1 T.=1
v > v

7,
s T=J\/—dSZ=J Znﬂydx it
I







O EsPac;o~TemPo de Mmkows‘q

Y

Cspago-Tempo de Minkowski: IR4, ;7)

Seacurva yé Parametrizacla Pelo tempo~l:>réprio T entao

dy dx” dx”
= — = = ¢ =

Do o dr ¥ dT
U

é chamada de 4-velocidade. Nesse caso

e dt dv
Znﬂyu U’ = Znﬂ” SR o 1
H,V UV

Uu




O EsPac;o~TemPo de Mmkows‘q

Cspago-Tempo de Minkowski: (IR4 17)

A métrican Pocle ser vista como um l:)rocluto

escalar’ (sem a conclic;éo de Positiviclacle). Assim

i =1 (eﬂ, ey> = (eﬂ, e,

e entao
) -
ASpg = Z N AX G AX g = 1 (Axge, Axgg)
179 %
ou ainda
~1=n(u) = Y n,utu,
U,V
com
dx*
i = 2 u’“‘e —= —e




O Espaco-Tempo de Minkowski

(AXg

Algg Axpg = Atggt + Al g

_y

Algg

Usando 17 como um “Produto escalar’ Podemos “separar” os invariantes espac;o—-—temporais nas quantidades

usuais de tempo e espaco, energja e momento, etc. as c]uais estamos mais habituados.

lntervalo cle tem!:)o entre L e Q como visto Por um observaclor com +~Ve|ociclade Uu: Atg)@ =—7 (u, Ax@@)

Direcoes espaciais associadas a um observador com 4-velocidade u: 4-vetores 1tal que 7 (u,1) =0

Distancia espacial entre & e @ como visto por um observador com 4-velocidade u: Algg = \/ n (Al@@, Al @@)
H H

OﬂClC Al@@ = HMAX@@ =1 (u, AX@@) u + AX@@

R R iAo s S & 4260 ., N

- PR 5 TT T TS o A M Py e Yy e PO Y D T T R e R AT s T T AT ACRICATSY Al i




O Espaco-Tempo de Minkowski

Intervalo de tempo entre &£ e O como visto por um observador com
’ H

4-velocidade u = e,: Atge = —1 (eo, Ax@@) = At

Direcoes cspaciais associadas a um observador com 4-velocidade

i = ey: 4-vetores L tal que 7 (eo,l) =0->1= Z ljej

Distancia espacial entre L e O como visto por um observador com
H H

y 4-velocidade u = en: Al g = \/;7 (A]@@, A]g,@) — Z (ij)z = Ax?

X P onde Alg, = I Axgs = 1 (eo, Ax@@) €y + Axgp = 2 ijej
J
e — Z X €, Xop = Z X€,
H H

AXge = Xp — Xgp = 2 Ax*e, = (At, AX)
U

- = - o e e e SR e T T e = S S S -z i, R L sk B o PR — - T T ——— N
= — T . E TTUV TR e T A Py T At T T e e T AT gt T TR T g = PR— 5 . - s - T ) ¥ v RpT—







*. Future cone

. :LParticle

world line
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Espacos-Tempos Gerais

Galilei-Einslein
Pn‘ncip’e of E?,uiva’en;e
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Vetores lan gentes

Motivacdo: Tomemos 4 = R"

X R

(1) Dado um vetor fp em p, Poclemos calcular a

derivada direcional de qualquer funcao ao longo

clef nopontop:D; f=¢,- Vf = Zfﬂ—(l?)

oxH

&= ) e (p)
H

(2) Reciprocamente, se dermos como a &erivacla
direcional Dgp no ponto p age em qualquer funcao
f isso determina univocamente o vetor &,: Tome x*

(que & uma funcdo em RY), entdo
ox"
o= H — v
. _Dfpx i 25 oxV

para todo u=1,--,n, determinamos todas as

= &+, Assim, fazendo isso

coml:)onentes de cfp e assim, tal vetor fica

determinado univocamente

tresh . T T—— P—— -— e = R L e > e e o —— SN Se— — e, = A=t SRRt IR PR S
R s e e B T AT g T e T N> e .- = e i WP e S - T ———



Vetores lan gentes

Motivacdo: Portanto, temos uma identificacdo entre

1% n 3 5
- R vetores tangentes aum Ponto P ﬁxo e clerlvaclas
direcionais nesse ponto: Dgp © o Come variedades |
E= > ceiml o

. 8 cl:?crenc:lévels arbltrérlas M n3o tem estrutura cle

H
ey(p)I : e5pPago vetorial, essa definicdo de vetor como uma

derivada direcional em um Ponto (cleﬁninclo vetor

P e(p)

tangente a um certo Ponto) sera muito mais

conveniente.

Sabemos de calculo que Dfp satistaz -

(1) Linearidade: Dép(af + pg) = aDgp [+ ﬁDépg, com f, g
diferenciaveis em pea, peR

(D)Regra de Leibniz: D, (fg) = f(p)D; g + &(p)D f,

com f, g diferenciaveis em p

o5 TV — B i = B —— AT T i ety TR v N e~ — A—w—_— . - o m— " — S — — T g~ - A —— - - e 3. ——— R e — T — RS ————
SRt v oo - TR o TR S P T TP P DT T AT e 7 O VIR N el o) - - 2 v ——— —— Bt e



Vetores Ian geﬂtes

_— -1 Vetor tangente a p: Seja M uma variedade Cli?céréﬂCiéVCl de

dimens3o n. Um vetor tangente a p ¢ uma derivacio em A

e, éumafunciov:fe F (M) - v(f) e R que satistaz:

(D Linearidade: v(af + fg) = av(f) + pv(g), com £ g
diferenciaveis em pea, peR

(2) Regra de Leibniz: v(fe) = f(p)v(g) + g(p)v(f), com 1(:, g

diferenciaveis em p.

O conjunto de todos os vetores tangentes a p munido das

ol:)eragées de somae Procluto por escalar:

(av + pu)(f) = av(f) + pu(f),Yf € F (M), a,p € R
forma um €SPaco vetorial denotado por espaco tangente a
p, T, M (ou ainda V)







——

o

Vetores lan gentes

0

sao 0s vetores Coorclenaclos (0_
YU

C]UC

£

(

Vetor tangente: Um exemplo iml:)ortante de vetor tangente

8ﬂ) . Eles s3o
p

definidos da seguinte forma: Dado uma carta local qualquer

W, em p, que define coordenadas v (p) = (x!, .-+, x"), temos

=¥ T r——————— R ——— .
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Vetores lan gentes

Curvas: Uma curva suave é uma ?unc;éo (CH)

ovetory =T € T, M definido como
y(to)

df (y(1))

I(f) =

dt

y:t€ICR - y(t) € M. Atangente a3y em cada ponto y(y) €

2 T r——————— R ——— .



Vetores Ian g entes

Curvas: Dado uma carta loca qualquer W, em P que define coordenadas
Wa(p) = (!, -, x"), temos que 7(1) = y; (1), -, x"(1))

5 ﬂ df (r(1) dx'  O(f
' ' f 1(f) = (; ) —Ziao) aw )

(x'(tg), -+, X"(t))

=1
e, assim, Pela cleﬁnic;éo de (dﬂ)p (oncle tomamos y(t,) = p) temos

)= Z @), | £, Ve F ()
Fortanto

TN ( )
s dt OxH
y(1)

u=1
Note que, dadoumv € Tp/% qualqucr, sempre Poclemos construir uma

curva cuja tangente em p é v, temos que os {(dﬂ)p =1, n} geram

LM, ie.,v= Z VvE(d,),.

U

tresh . T T—— P—— -— e = R L e > e e o —— SN Se— — e, = A=t SRRt IR PR S
R s e e B T AT g T e T N> e .- = e i WP e S - T ———



Derivada Covariante

Vetor tangente: Cada Ponto P tem associado um €SPaco

tangente T,/ e nao ha conex3o entre espacos tangentes

diferentes (8O faz sentido somar vetores e multiplica—-los

Tangent sor escalares dentro do mesmo €SPaco tangente).

n-plane 7T,

Para “relacionarmos” vetores tangentes em €5Pacos-

tangentes diferentes (em Particular, para calcularmos

taxas de variacdes de campos tensoriais em diferentes

pontos para diferentes direcdes), Precisamos fornecer

- uma estrutura extra para a variedade, a chamada Derivada

N e T \ Covariante
. p v % \
.

' AR 4. -




Covetores (vetores duais)
Espago Cotangente

T5dl = {@: T M - R|w : funcional linear |

EsPac;o vetorial de fungées ineares que "Pegam” vetores em T, M ¢ transformamem

ndmeros reais (seus elementos sdo chamados vetores duais—ou co-vetores, vetores
covariantes ou ainda I-formas em P). Ou seja) w:vE€TM— o(v) € Rcom |
w(av + pu) = aw(v) + po(u), v,u e T, U, ) € R.

L . a = A K
{dxp, , dxp } comdx (%) = 5ﬁ) forma uma base de Tp M 0

que im lica que dadoumew € T* M, temos que @ = 2 W, dx;

Além disso note que, dandov € 1, M, temos

5856:{01, = an} C Tpﬂ 4 (v) = ¢” Z vﬁeﬂ = Z pPed (eﬂ> = v“%e, assim:

— 2 p p
V_ZV dﬂ
a

L » e T e —— — e - - 2, PSR SR SRS S SRS ——— o S —a SR, e ST T TR . T




O Tensor Métrico

Tal isomorfismo ¢ definido via:

vV E T M — 0, = gp(v ) E T*% [cuja inversa ¢ dada por '
meEl -y, =g o) el %] As componentes de |
w, = g,(v, - ) emuma base [el -« %1 C /4 (dual a base
{er e b C Ll de T,/) é clacla por:

<wv>ﬂzwv<eﬂ>zgp(2ve e) Z&m )

0]

onde usamos que v = Z v”eﬂ. E comum denotar (w )ﬂ por

H

v, €, assim, v, = Zng Analogamente mostra-se que

0]

Vo E &y Yw, ) tem componentes (v, ) = @ = Z g"’w_

O

T v e — A T— .- o :, T —————— R, o ——— i, S T g, - TSt w—.— - ——— 3. T ———————— R, ———__




Espagos~Tem pOS Gerals

S =S =SS S

‘f:sl:)ac;o~Teml:>o: (/% : g)
Distancia espaco temporal entre pontos vizinhos & e
Q=P+dP

a’séjcQ = Z g, Ax"dx": {x"] coordenadas arbitrarias em /.

Uy
dx*

Curva yem . Deslocamento ao Iongo da curva dx* = —dA

dsé@ <0 — Curva ti30~tem|:>o

dséj@ = (0 — Curva tiao~|uz

dséa > () — Curva tiao~esl:>ac;o




Cspacos-Tempos Gerais
Para curvas tipo—-tempo definimos o tempo-préprio T como:

7,
— [ \/—dSZ = J' Zgﬂydx it dA
Y

Seacurva ye Parametrizacia Pelo temPo~Prc'>|:>rio T ent3o

d dx* dx*
u=d—:=zd—xfe (no evento P) , u# = ;T)

é chamada cle 4-velocidade. Nesse caso

dx" dx*
s = T gt = T g S

< - e - . S, = = - e STy bl ¢ —— —~—TTTR _— R
i I Y A e T Ty ST g TR - e TN, S T e A e A . — — o ST e



Direcdes temporais" no evento & como visto por um observador com 4-
} }

velocidacle u: Vetores PBFBIC'OS au

Direcdes “espaciais" no evento &£ associadas a um observador com 4-
}

velocidade u: 4-vetores 1 em & tal que g8 (u,) = 0.

Xt kT g(u,X)

Cm geral) se X ¢ um 4-vetor, sua comPonente temporal com relac;é’o a0é:

X, =—gW,X)uesua componente esPacial ¢ da forma

Cone de Luzem P: 4-vetores k em P tal que g (k, k) = ()

=—-gw,X)u+1LX

e T e -

e e i P OS— LSS



s e B ere s e i e

t /ip = my

'.f:nergia da Particula P (no evento @) como medida Pelo observador 60
L=ty Pl = Z gD
U,V

Momento espacial da Particula P (no evento Q) como medido Pelo observador 0

p=I1L,p

\/elociclacle esPacial cla Particula P (no evento Q) como meclicla Pelo observaclor O
p Ly

V=—= , p = my

r —g(u,v)

T S ———

G




Poc]emos clecoml:)or a 4’~V€|OCiGl8Cl€ vV COMO

v=—gu,vu+IlLy=—guv)u+v).Comogv,v)=—1—- —g(u,v) = : = iV}
V1 —v2

Usando a clecomposic;éo v=y(V)(u+v)e quep = my temosp = Eu+ 11 p = (Eu p)

com 3 energia da Particula P (no evento @) como medido Pelo observador 6 sendo

E=—g(u,p) =y(v)m
e o momento esPacial da Particula P (no evento Q) como medido Pelo observador 0

p = y(V)mv




—p
—

@ b

ubP

Podemos clecompor a 4-velocidade v como

v=—gw,vVu+ILy=—gu,v)u+v).Comogv,v)=—1—- —g(u,v) = : = y(V)
V1 -—v2

Usando a cJecomPosic;éo v=y(V)(u+v)e que p = mv temos p = Eu +11,p = (Eu 4 p)

com a energia da Particula P (no evento @) como medido Pelo observador 6 sendo

E=—gu,p) =y(V)m

e o momento esl:)acial da Particula P (no evento @) como medido Pelo observador 0

p = y(v)mv
Note que g(p,p) = g(mv,mv) = —m* e g(p,p) = g(Eu+ p, Eu + p) = — E* + p’

Logo: E = \/m2 +p°

—— " - SV, — - > L - :. T ————————EERE o S

e




Farg Particulas sem massa com 4-vetor de onda k:

ff:nergia da Particula P (no evento @) como medida Pelo observador 0

w=—g(u,k)=— Z g, WK
U,V

O momento esl:)acial da Particula P (no evento @) como medida Pelo observador 0 é
k =1Lk
A direcio de espacial propagacao da Particula P (no evento @) como medido Pelo

observador 0

k IT k
n=—= .
© —gu,k
Como glk.k)=0ck=—gu,Hutll k=w(u+n)temos
k
=1 1=—|nl— u e portanto temos a relac;éo de clisperséo usual @ = | K|

),

e S e e o . B MO T T T o P T N ey T ey TR A~ - N SR e

e T — R



U X

Derivada covariante na clirec;éo u:D, (leva 4-vetores em 4-vetores para cada Ponto da
curva). Ela satisfaz (entre outras Proprieclacles): DgX,Y)=g (DMX, Y ) + g (X, DY )

[i.e. derivada da métrica & zero]

Com 1550, Poclemos definir uma nocdo de Paralelismo ao longo da curva. Um campo X

definido sobre a curva é Propagado Paralelamente seD X=0

Geodésicas: Curvas auto—-l:)aralelas D u = 0 ("curvas mais retas possivels No espago-

tempo”)

Particulas livres (com ou sem massa): Movem-se em geodésicas [clo tiPo~temPo para

Particulas cOm massa e do ti[oo luz para Particulas sem massal

P d*x dx°® dx* dx"
Observac;ao: Em coordenadas, Du=0+e e Z [ =0, u* = —— onde

dr 7 A dr dr dt

1 ag,up agpv ag,uv
P - % | I =1
= ; fog = . s e note quel il



—

Derivada Covariante

= H

| Observacdo: A derivada covariante de um campo vetorial X na direcdo V:

DX=3) 1 Z 13—

o,

vamos clenotar O termo entre chaves por Y X ¢ elas definem as

componentes do tensor (1,1)
(0]

v,x°=2 > 15 x

oxV

‘ Chamacla cle derivada covariante de X. Para covetores (l~1cormas) 0,

0 0
oxl’ 7 oxn Vya)a Zrav W,










initially (sphere) —— :.

0.0
-
*
-

later (ellipsoid) — * . < particles

. *




AS Cquacoes de Einstein

Chegamos assim as Equacdes de Einstein
]

: 1 1
Glg] = Ruclg] - s Y] (Glgl =Ry, — 5By = 8T,
Que relacionam o contetdo de energja-momento do espago-tempo com a sua
geometria de uma maneira dinamica.

Nas Palavras de J. Wheeler:

“WURY- SN g e § -

| “SPaCCtime tells matter now to move ;g

fnatter tells spacetime how to curve.” |

|
Glg] = Ric[g] — ER[g] g ¢éotensor de Einstein, obtido a Partir do tensor de curvatura R (que, por

jﬁconta da derivada covariante ser sem torcao e compativel com a métrica g, clepende apenas de g) e

Tlg, Y] é otensor de energja-momento que descreve a clistribuiqéo de matéria .

LA S S =S S S S 4 nl ——— Ay 2 BT S S e et L S hammas S SEREESE L e - — B S 4 S T

T A B o P A iy R R D e S ST SR et s DR S b L e PR et e AR/ AT
. Ay 5 5 oy o T ¥ g o - < : .



Areas e Volumes

| Volumes Espaco-Temporais: Em uma variedade Lorentziana (% , g))
| } )

tome uma regido 7" que esta contida em uma carta local (%, y,). O

volume esl:)ac;o~tem|:>ora| da regldo 7' € dado por

Vol (7) = J /—gdxl...dx" onde g = dele 90 =g (%, a,,) lou
ainda ds? = é gﬂydx”dx”].

179%
Observac;éo: Tal cleﬁnic;éo Nao clel:)encle da coordenada escolhida (de

fato, & l:)ossivel torna-la explicitamente invariante de coordenadas

usando o conceito de n-formas e integrais de n~1cormas)




|
1 |
!

Areas e Volumes

S

Volumes de Su!:)emcicies (n~l)~climensionais: Em uma variedade

|_orentziana (% , g) , tome uma regjdo subvariedade n-1 dimensional T
(superﬁcie definida por uma funcaof=cte.,comfe F (M)). Vamos |
tomar uma carta local tal que x' =fe g =" (81, dy#l) = 0 (ou seja)

L= cte. cosy | — 2,---,ndeﬁnem

a supemcicie ¢ definida via x
coordenadas em 2. No entanto, estamos assumindo que 0, ndao é

tiPO*-IUZ) . Nessas COOT’CICI’IBCIBS (C e sempre POSSiV@I GSCO”"ICF Ui tal

sistema de coordenadas) , a métrica fica na forma

n
g =g,dx' ® dx' Z g;idx' @ dx’ (ou ds* = g;,(dx')* 2 g;idx'dx’)
i i

A métrica g | induzida sobre X ¢ obtida fazendo x! = cte.. e, assim

n
gls= Y gidx' ®dv (ouds’ =Y gydx'dr)

i,j=2 la]

LSS S = SN - N s S ve et — T T P o T o sy e o TN et A = e VN —r. T T e S T St ~,‘




; Areas e Volumes

A LA o ik i < . e g N i 5 A LS

e S e

neF iy i A

Volumes de Superﬁcies (n~1)~climensionai5: Tendo a métrica gl
n
induzida sobre 2, g | = Z gljdxi ® dx’ (ou ds? = Z gijdxidxj), o volume
l,]=2 l’]
da l’lipemcicie > é
Vol () = J | i | dx?---dx", onde h = detg,;,
| >
;;

T s AR T T TG P PR AT P g P o TN T ey, T N Py =



Areas e Volumes

Volumes de Su!:)erﬁcies (n-2) -dimensionais: Em uma variedade Lorentziana b
(/% , g) , tome uma regiéo subvariedade n-2 dimensional & (5uPer1Cicic
definida por duas Func;éesﬁ = ¢, comf;, € F (M), ] = 1,2). Vamos tomar
uma carta local tal que ¥ =f.v=fecp =g (da, dwﬂ’z) =0, a=12, ¢
g =28 (81, 02) = 0 [embora essa ultima, de fato, nao seja necessarial. Ou
seja, a suPemCicie ¢ definida viax! = C1s x% = G eO0sX =3 definem

COOT'CICHBCIBS em &. Nessas coorclcnaclas (C & scmpre POSSiVCI CSCO”"ICF uim

tal sistema de coorclenaclas)) a métrica fica na forma

g = g dx' ® dx' + g,,dx*> @ dx* + Z 8apdx" & dx’ (ou

. a, =3
ds® = g (dx")* + g,,(dx*)* + Z gaﬂdx“dxﬂ)

a, =3
A métrica g| ¢ induzida sobre X & obtida fazendo x! = cte . e, assim

gl = Z 8apdx” & dx” (ou ds? Z gaﬂdx“dxﬁ)

a,p=3 [3 -
R T T T T L e e, ,«ﬁmﬂ___,—«m\ - - e MW"" P T TN e —— - ey s —— e T e ST DT T T T o

T TR T
47'_,;»._. v, o

i o e RS R Wbt e e i n o ST N e i - S A S A
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Volumes de Su!:)emcicies (n~2) ~dimensionais: Tendo a métrica g | .

induzida sobre &, g = z 8apdx” & dx” (ou ds* = Z g ﬁdx“dxﬂ), O

a,}=3
volume da suPemCicie S é

Vol (cS’) = [ (6] dx3---dx", onde 0 = detg, ;-
&

Observac;éo: Quando n=4 (caso de mais interesse para nos), X é uma

suPemCicie 3_dimensional e Vol () define um volume. J4 & define uma

suPemCiCie 2-dimensional e Vol (cS’ ) define adreade &




Integracao

Y/ | Integracdo em A : Em uma variedade Lorentziana (% ; g) , tome uma
|

regido 7' que esta contida em uma carta local (%, ) e uma funcao

f: M - R (cuja representacdo coordenada é integrével em qualquer

c it integral de fna regldo 7' & dado por

J%fz J; fixl, e, Xy /—gdx!---dx", onde g = detg .2 =28 (0ﬂ, 6y>
[ou ainda ds? = z gwdx”dx”] e fixt, v, x™) = foy Hxl, oe, x™) denota

a rel:)resentac;éo coordenada de f na carta usada.

Observac;é’o: Tal cleﬁnic;éo nao clepencle da coordenada escolhida

(de fato, & Possivel torna-la explicitamente invariante de coordenadas

usando o conceito de n-formas e integrais de n—-mcormas)
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Integracao

Integracdo em Superﬁcies (n-1) ~dimensionais: Tendo a métrica gl

induzida sobre Z, g |, = Z gl]dx ® dx’ (ou ds? = Z g;idx'dx’), a mtegral @

L—2 L] |
deumatuncdo f: X > Rem X & ﬁ
J = J F(x?, | i | dx?---dx", onde h = detg;; e F(x?, -+, x™) é a

representacao Coorclenacla da funcio f nas coordenadas {x?, ---, x"}

de X (sul:)osta integré\/el).

Observacdo: A definicao para integral em sul:)ermcicies § de dimens3o

n-k é completamente analoga.
P 4
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Integracao

Teorema de Gauss [vers3o campo vetoria 1: Em uma variedade

|_orentziana (/% : g), tome um campo vetorial X € T&/% e uma regjdo n-

dimensional 77 cuja fronteira 07 = X é uma sul:)emcicie (n»-l)—-chmensiona :

]

nt3o

J' VaX“=J Xn,,
4 07

onde n é o vetor normal a 07 =X que aponta "Para dentro” de 7 nas

regiées de 07 = 3 em quen é tiPo~temPo e “Para fora” de ¥ nas regiées

de 07 = T em quené tiPo~<-:5|:>ac;o.
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Simetrias

Campos de Ki“inge Simetrias: Considere um espaco-tempo (ﬂ : g) e uma

Particu a teste M nesse esl:)ac;o—-tempo. Na auséncia de Forc;as externas g

Particu a move-se ao Iongo de uma geoclésica que serd o extremo da acao

associada a Lagrangiana
1 dx" dx*

L(y,y) = —

r.7) ZﬂZUgW ar drt

Note entao que, se existir a!gum sistema de coordenadas {x*} tal que as

componentes g, da métrica NAO clepenclam de uma certa coordenada x°

: oL  d oL . dx*
(e, d,g,, =0) entdo =Qeassim — | — ) =0, onde # = :
ax2 ar \ 0x7 dt
, oL
rortanto, temos uma quantdacﬂe conservada, P = : ao longo da
xO'

geoclésica, associada a variavel x°.




- Campos de Ki”inge Simetrias: O campo vetorial & =

Cam!:)o de Ki”ing eecleéo geraclor das simetria associada a invaridncia da

| métrica por x°. Tal transgormac;éo de simetria & implementacla via o fluxo

Simetrias

i em (/%,g) ¢ dito um

s ETE s T e ~

(curvas integrais) qbf de &
aL—Z ## = g(0,, u), ond = (9,,9,)
o = 248" = 8(0,, 1), onde usamos que g, = 8(0,,9,) €

7 |
U= 2 X*0,. Assim, Poclemos escrever a quanticlacle conservada associada &

Note que P, =

- T e R~ TIEE

U

c Coniu:
| P,=8(S,u)

Observacio: 1-Existe uma definicio mais geral e livre de sistema de

coordenadas para simetrias e campos de Ki”ing usando o conceito de
isomorfismos e derivadas de Lie.

2-Note que Vs =




Simetrias

Campos de Ki”inge Simetrias: Quando temos um campo de Ki”ing tiPo~
temPo Cc qigtern descrita por um tensor de energja momento T

Ve looe i) Poclemos definir uma corrente J# = — T"E . Como campos 0

Ki”ing satistazem a conaigdo V6, =0, temos que
sl Uv __ TuY i
NIl =- (VT ) -1 V=0
Assim J¢ = — T*E define uma corrente conservada que tem associada
uma lei de conservacdo (no caso, conservacio da energia). Para ver

1550, vamos tomar a regjdo 7' mostrada ao lado e integrar V J¥ =0 nela.

Assim, Pelo teorema de Gauss

f 0= J' VMJ’M s J J'“nﬂ = J ]”(nl)ﬂ + J JM(_nZ)Iu
~ v/ 07" 2 2,
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Cam!:)os de Ki”ing e Simetrias: Temos entdo que

Ezj = J S (), ZJ Tﬂy(nj)ﬂgw
>

N
i 7
interPretaclo COmo a energia total da matéria no instante Zj COMOoO

medido por observadores que seguem as curvas integrais de & com
et =—1¢ conservada:
= J VﬂJ” — J ]ﬂnﬂ = J Jﬂ(nl)ﬂ i J' Jﬂ(_nz)ﬂ o E21 1 E22

7 07 )Y

1 Z2
= Portanto




Null geodesic in /*(p) which
does not go back to p and has

K no past end point

Point removed
from spacetime

generator of /*(S)

p V& Eﬁ'&?&m‘éf . with no end point on S

Null geodesic in J+() - line removed from /—-\
c : . .
which does not intersect - Minkowski space X
wtpeintin g P generators of J+(S)

endpoint in 4 . .
S with past end point on S
Point removed

from 4




Null geodesic in /*(p) which
does not go back to p and has

\ no past end point

Point removed
from spacetime

generator of 1*(S)

Null geodesics through p . .
p K generating part of J+(p) with no end point on S

line removed from
Minkowski space /—\\

generators of J+(S)
with past end point on S

S




Null geodesic in /*(p) which
does not go back to p and has

K no past end point

Point removed
from spacetime

generator of /*(S)

p V& Eﬁ'&?&m‘éf . with no end point on S

Null geodesic in J+() - line removed from /—-\
c : . .
which does not intersect - Minkowski space X
wtpeintin g P generators of J+(S)

endpoint in 4 . .
S with past end point on S
Point removed

from 4
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