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Capitulo 5

O Efeito Unruh e a Teoria da

Informacao Quantica

A partir desse capitulo, iremos estudar a teoria da informacdo quantica no contexto da
teoria quantica de campos e em particular do efeito Unruh [1, 117, 118]. Isso permitird
estudar nao so efeitos relativisticos na teoria da informagdo quantica no espago-tempo
de Minkowski, como fizemos até aqui, mas também em espacos-tempos curvos, como por
exemplo, espagos-tempos que contém buracos negros.

Na Secao 5.1, faremos uma revisao sobre a teoria quantica de campos em espacos-
tempos curvos globalmente hiperbdlicos e o efeito Unruh. Na Secao 5.2, estudaremos o
emaranhamento e o teletransporte quando um dos qubits acelera uniformemente, via o
efeito Unruh. Na secao 5.3, estudaremos as correlagoes classica e quantica nesse mesmo

contexto.

5.1 Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempos Cur-

VOS

Nessa secao, vamos fazer uma breve revisao sobre a teoria quantica de campos em espagos-
tempos curvos. Para uma revisdo mais abrangente sobre o assunto, recomendamos as
referéncias [1, 119, 120, 121]. Para nossos propdsitos, é suficiente considerar um campo
escalar real de massa m porém, o formalismo apresentado vale, com pequenas modificagoes,
para outros campos, e.g., campo eletromagnético ou de Dirac.

Em um espago-tempo (M, gqp), a equagao de Klein-Gordon, que descreve a propagagao

de um campo escalar ¢ de massa m, é dada por
(VV, —m?) ¢ =0, (5.1)

onde V, é a derivada covariante compativel com gup, i.e., V.gsp = 0. A teoria quantica

de campos em espacos-tempos curvos estuda a propagacao de campos quanticos em um
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espaco-tempo de fundo fixo bem como sua retro-acao no espago-tempo. Antes de analisar-
mos a quantizagdo do campo ¢ solugio da equagao (5.1), precisamos primeiro definir em
que classe de espagos-tempos iremos realizé-la. O principal requisito (além da orientagao
temporal) é que o problema de valores iniciais da equagao dindmica para o campo escalar
seja bem posto. Por isso, vamos nos restringir aos chamados espac¢os-tempos globalmente
hiperbélicos 2, 3], i.e., espacos-tempos (M, gup), onde M é uma variedade diferencidvel
quadrimensional e g,;, uma métrica Lorentziana, tal que exista uma hiperficie tridimensi-

onal ¥ que satisfaca D(X) = M. Aqui, dado um subconjunto A C M qualquer, temos
D(A) = {p € M|toda curva causal inextensivel passando por p intercepta A},  (5.2)

onde uma curva é dita causal se a tangente a cada um de seus pontos é um vetor tipo
tempo ou tipo luz. O conjunto D(A) é chamado desenvolvimento de Cauchy de A. Uma
hiperficie 2 que satisfaz D(X) = M é dita uma superficie de Cauchy. Todo espago-tempo
globalmente hiperbdlico satisfaz [122, 123]:

Teorema 5.1.1. Seja (M, gqp) € um espaco tempo globalmente hiperbélico. Entdo ele é
difeomorfo a (RXX, gup) € existe uma funcao diferencidvel t e uma familia ¥y de superficies
de Cauchy tal que Yy—cte = {p € M|t(p) = cte}.

Como em um espago-tempo globalmente hiperbdlico toda curva causal inextensivel se
“registra’em X, é de se esperar que em tais espagos-tempos tenhamos um problema de

valores iniciais bem posto. Isso de fato é verdade como garante o préximo teorema [3, 124].

Teorema 5.1.2. Seja (M, gqp) um espago-tempo globalmente hiperbélico com superficie
de Cauchy . Entdo, se (¢o,m9) € C®(X) x C®(X), onde C*(X) indica o conjunto
das funcoes reais definidas em X infinitamente diferencidveis, existe uma unica soluc¢do
¢ € C®°(M) da equacio (5.1) tal que ¢y, = ¢g e n*Vud|y = m. Aqui, n® é a normal

unitdria e futuro direta (i.e., que aponta na dire¢do do futuro) de X.

Vamos definir agora a forma bilinear anti-simétrica
Qér.00) = [ dxvi (621" atr — 61"V aa). (53)
pa

onde h = det(hgp), hap é a métrica em ¥, induzida por gup, x sdo coordenadas em X; e
¢1, ¢2 sao solugdes infinitamente diferenciaveis da equagao de Klein-Gordon cujos valores
iniciais tem suporte compacto em ¥;. (Nos restringimos a solugoes que tém valores iniciais
de suporte compacto para garantir que a integral acima seja convergente. Mais adiante,
vamos considerar uma classe mais ampla de fungoes.) Estendendo €2 as solugoes complexas

da equagdo (5.1) por linearidade, definimos o produto interno de Klein-Gordon como

(f1, f2) kG = —iQU[f1, f2)- (5.4)

Note entretanto que (.,.)xe nao é positivo definido. Usando a equagao (5.1), mostra-se
que o produto interno (5.4) nao depende de qual superficie de Cauchy ¥; foi escolhida

para fazer a integracao.
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5.1.1 Quantizacao do Campo Escalar Real em Espacos-Tempos Global-
mente Hiperbdlicos

Antes de descrever a quantizagao do campo de Klein-Gordon em um espago-tempo global-
mente hiperbdlico (M, g4 ), serd conveniente fazer uma breve revisao sobre sua quantizagao
no espaco tempo de Minkowski (R*,7,;). Vimos no capitulo anterior que a invariancia de
Poincaré implica que o espago de Hilbert que descreve os estados (de uma particula)
de um campo de massa m e spin s = 0 é o L?(R3,dp), que carrega uma representacio
unitaria e irredutivel de 751 dada por (U(a,A)¢) (p) = e “*P)(A~1p), onde lembra-
mos que A = A(A) e p° = \/TWp2 Se ao invés de usarmos o espago dos momentos
L?(R3,dp) quisermos usar o espaco-tempo para descrever os estados do sistema, basta

usarmos a transformada de Fourier e definir o espago vetorial

é(p)ei(p-xprt)

HKG = {(]5(.%') =

\/d% e L2(R3,dp)} , (5.5)
P

onde wp = p’ = y/m? + p2. Usando coordenadas cartesianas (t,,y,2), a equagao (5.1)

pode ser escrita como
32
<_8t2 + v2> ¢ =0. (5.6)

Entao, vemos que os elementos de Hg ¢ sao solugoes da equagao (5.6). O espaco complexo

conjugado H kg de Hyg é dado por

) —i(p-X—wpt)

Hia = {gp(x)

¢ € L*(R3, dp)} (5.7)

A /2wp

Com isso, podemos definir o espaco das solu¢bes complexas SS da equagao (5.6) como
SC Hye @ Hig. Logo, se ¢ € SC temos que

bt (p)e! Pt 4 ¢~ (p)ePxert), (5-8)

p(z) =

dp
1/ V/ 2wp
onde ¢T(p), ¢~ (p) € L*(R3,dp). Vemos, usando as equacoes (5.3) e (5.4) e a defini¢io de
Hygq, que se ¢1,¢2 € Sf entao

(61, 62)KG = / dpdT (p)34 (p) - / dpd; (9)d5 (p). (5.9)

Consequentemente, vemos que os elementos de Hgq satisfazem: (a) se f1, fo € Hgg,

(f1, 2)ka = fdpff(p)f;(p) e portanto Hig ¢ um espaco de Hilbert com relagao ao
produto interno de Klein-Gordon; (b) se f1 € Hixg e fo € Hie entao (fi, f2)ka = 0.
Portanto, a invariancia de Poincaré nos permite escolher um sub-espaco H g das solugoes
da equacao de Klein-Gordon que é um espago de Hilbert com relagao a (.,.)x¢q, que

expande, junto com seu complexo conjugado H g, um espaco conveniente SS das solucoes
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complexas da equacio (5.6) e cujos elementos de Hg e H g sdo ortogonais com relagao
ao produto interno de Klein-Gordon.

Tendo o espaco de Hilbert Hg g, a quantizacao do campo é feita da seguinte forma.
Tomamos o espaco de Fock simétrico §s (Hrxe) = CBye | (Qqn_Hre) , onde @, indica
o produto tensorial simétrico*, que serd o espaco dos estados do campo quantizado ¢. Este
por sua vez serd um operador hermitiano definido em §, (Hgg). Para definir o operador

¢, vamos primeiro definir os operadores de aniquilacao e criagdo como

a(P)V = ((1,91) ks V27 - o, V3T - 903, ...) (5.10)

aT(U)\If = (0, co, V20 @, 1, V30 @ W3, ...), (5.11)

respectivamente, onde U = (c,1,v9,93,...) € §s(Hrxa), 0,7 € Higg e dado ¢, €
Rsre1Hrg, temos que 01, = (0,9n) kG € ®SZ;%HKG (o produto interno é com relacao
ao primeiro espaco de Hilbert do produto tensorial). Vemos que os operadores a(7) e af (o)
destroem e criam modos 7 e ¢ do campo, respectivamente. Usando as equagoes (5.10)
e (5.11) concluimos que

[a(?),aT(a)] — (1,0) k], (5.12)

onde I é o operador identidade em §s (Hig) . O vetor |0) € §s (Hrxa) que satisfaz
a(7)[0) =0 (5.13)

para todo 7 € Hgg é chamado estado de vdcuo. Se {u; € Hgg|j € N} é uma base
ortonormal de Hg ¢ (e portanto {u; € Hr|j € N} é uma base ortonormal de H g, com

relacdo a —(.,.)xa), o operador ¢ é definido como
0= (wal@) +wal(w)). (5.14)
J

Tendo isolado os elementos essenciais da quantizacao do campo escalar real no espago-
tempo de Minkowski, estamos em condicoes de descrever a quantizacao do campo de Klein-
Gordon em espacgos-tempos globalmente hiperbdlicos arbitrarios. Basta entao tomarmos
qualquer sub-espaco H do espago das solugdes complexas da equagao (5.1) que satisfaz:

(i) SS = H @ H, onde SE é um espago de solugoes complexas conveniente;

(ii) (.,.)xq € positivo definido em H e (H,(.,.)xq) é um espaco de Hilbert;

(iii) para todo f1 € H e fy € H, vale (f1, f2)ka = 0.

Tendo o espago de Hilbert H, procedemos como em Minkowski. Definimos os espago
de Fock § (H), os operadores de aniquilagao e criacao, equagoes (5.10) e (5.11), respec-
tivamente, e o operador campo, equagao (5.14). A questio agora nio é sobre a existéncia

de um espago de Hilbert H que satisfaga (i), (ii) e (iii) mas sim que existem infinitos

*Se 1,192 € H entao 1 ®s P2 = %[1/11 ® 2 + 12 ® Y1)
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espagos de Hilbert H e que (a menos que haja simetrias no espago-tempo) nenhum deles
é privilegiado. Veremos mais adiante que quando ha simetria de translagao temporal no
espago-tempo (ou seja, o espago-tempo é estacionério), hd uma escolha natural para H.
Para terminarmos a descricdo da quantizacao do campo de Klein-Gordon, vamos co-
locar o operador campo em um forma que nos serd mais til a frente. Dado uma solugao
¢ € 57 da equagdo (5.1) temos que ¢ = ¢ 4 ¢, onde ¢t € H e ¢~ € H. Podemos
entao definir o operador K : SS — H dado por K¢ = ¢, ou seja, ele toma a parte de
norma positiva da solugéo ¢ (analogamente, definimos o operador K¢ = ¢, que toma a
parte de norma negativa de ¢). Multiplicando a equagao (5.14) com uma fungao real, dife-
rencidvel e de suporte compacto f, integrando formalmente e usando as relagoes (provadas

no Apéndice D)
[ wivEgate = itu Bk,
/MUjfﬂd4x = —i(uj, Ef) ke, (5.15)

obtemos
¢(f) = ia (KEf) —ia' (KEf), (5.16)

onde
Ef — /d41}/ /_g(x/)[Gadv(l,)x/) _ Gret<m,$l)]f(xl),

com G* ¢ G™ sendo as funcoes de Green avancada e retardada, respectivamente [124],
{uj € Hic|j € N} uma base ortonormal de H e usamos que KEf =3 (uj, Ef)kcu;.
Podemos estender a agao de ¢ para funcgoes complexas g de suporte compacto. Se
g € CF>(M), onde C§>*(M) indica o conjunto das fungdes complexas, infinitamente
diferencidveis de suporte compacto em M, definimos ¢(g) = ¢ (Reg)+i¢ (Img) e portanto,

usando a equacdo (5.16), temos que’
¢(g9) = ia (KEg) —ia' (KEg). (5.17)

5.1.2 Transformacoes de Bogoliubov

Suponha que SS é o espago das solugoes da equagao de Klein-Gordon em um espago-
tempo curvo globalmente hiperbélico (M, g.p) € Hyi, Hy C SE sao espacos de Hilbert que
satisfazem as condigoes (i), (ii) e (iii) descritas na Secdo 5.1.1. Sejam Ky : SE —
Hi e Ky, - SE — Hj, os operadores que tomam a parte de norma positiva e negativa,

respectivamente, com relagdo a Hy, k € {1,2}, e ak,oz;fC os operadores de aniquilacao e

Isso nos permite definir o operador campo como uma distribuicdo que toma valores em operadores
hermitianos (operator valued distributions). Como a série na equagdo (5.14) ndo converge em nenhum

sentido razodvel, a equagao (5.17) deve substituir a equagao (5.14) como definigao do operador campo.
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criagao definidos em §s (Hy). Entao, o operador campo pode ser escrito como

61 = (wjar(@;) + a] (uy) ) (5.18)

J

ou como

dr=> (%’02(@') + @@(Uj)) (5.19)

J
onde {u; C Hi|j € N} e {v; C Hz|j € N} formam bases ortonormais de H; e Ha,
respectivamente. Queremos achar a forma explicita do operador unitério U : §, (Hy) —

§s (Ha) que liga as duas construgoes, i.e., do operador unitério U tal que
U (wjan (@) + wal () ) U = 37 (vj02(5;) + jab(0y) ) - (5.20)
J J

Convém observar que, muitas vezes, tal operador podera existir apenas formalmente.
Isso se d& porqué, em geral, diferentes escolhas de H's (que satisfazem as condigoes (i),
(ii) e (iii) descritas na Secao 5.1.1) levam a espacos de Fock que nao sado unitariamente
equivalentes. Entretanto, isso nao representa nenhuma dificuldade para a formulagao
da teoria quantica de campos em espacos-tempos curvos, como fica claro formulando-a
através da abordagem algébrica [1].

Fazendo o produto interno de Klein-Gordon da equagao (5.20) com u obtemos

Uar(@)U" = Y [ (g, vy) a2 () + (ur, 7)) ab (vy)] (5.21)
J
Agora, para todo ¢ € Hi, vamos definir os operadores

Cyp = Ksp, Do = Kap.

Ou seja, C e D sao as restricoes & H; dos operadores Ko e Ko, respectivamente. Portanto,
eles tomam a parte de norma positiva e negativa dos elementos de Hi com relacao a Ho.
De maneira andloga, definimos os operadores A : Hy — Hy e B : Hy — H1 que tomam a
parte de norma positiva e negativa, respectivamente, com relagdo a H; dos elementos de
HQ.

Com isso, vemos que a equagao (5.21) é a expressao da equagao
Ua,(7)U" = ay(Co) — al (Do) (5.22)

na base {v; C Hs|j € N}, onde o € H e lembramos que Co = Kyo = ) .(vj,0)v;
e Do = Kyo = = .(j,0)vj. Tomemos o estado de vécuo [0) € §s(Hi1) e seu vetor
correspondente em §, (Hs), i.e., ¥o = U|0). Dado ¢ € Hy qualquer, defina 0 = C~1¢
(os operadores A, B,C' e D sao inversiveis. Para ver isso e outras propriedades ver [1]).

Entao, podemos colocar a equagao (5.22) na forma

a(§)¥o = al (€)W, (5.23)
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onde definimos o operador £ : Hy — Hy como £€ = DC~1¢ para todo ¢ € Hy (e portanto
£ € Hs). A partir da equacio (5.23), pode-se mostrar que [1]
K2 vl

0 ...,0,,176@3...@3 E,O,... 5 (524)
—_——

Uy=U|0) =c| 1,0, ,0,

n vezes

onde € = ), Elu; @5 uj, E9 = (u;, EUj) e e 7 = 9. A equagio (5.24) determina a
agao do operador U no estado de vacuo |0) e isso serd suficiente para nossos propdsitos.
Para ver a agdo de U em qualquer vetor de §s (H1) bem como a prova que tal U é de fato
unitario ver [1]. A transformacao unitaria U com os operadores A, B,C e D é chamada

uma transformacao de Bogoliubov.

5.1.3 Quantizacao em Espacos-Tempos Estaticos

Vimos que para quantizar o campo de Klein-Gordon em um espago-tempo globalmente
hiperbdlico (M, gap), devemos tomar um sub-espaco H de solugoes da equagao (5.1) que
obedecga as condigoes (i), (ii) e (iii) da Segao 5.1.1. Entretanto, como ji comentamos,
existem infinitos H's que satisfazem tais propriedades e, em geral, nao hd como privile-
giar nenhum deles. Entretanto, quando hé simetria de translacao temporal no espago-
tempo (espago-tempo estaciondrio [2, 3]) temos uma escolha natural para H. Para nossos
propésitos, serd suficiente considerar espagos-tempos estaticos. Um espago-tempo (M, gap)
¢é dito estatico se existe um sistema de coordenadas tal que o elemento de linha associado

com gqp, pode ser posto na format:

ds}, = —f(X)dt* + Y hij(x)da’da’, (5.25)
i,j

onde f(x) > 0 e x sdo coordenadas na superficie de Cauchy ¥;—. O campo vetorial
X = 0/0t é dito um campo de Killing [2, 3] tipo tempo. Suas curvas integrais (ou seja,
as curvas que em cada ponto tem x como tangente), que nesse sistema de coordenadas
sao dadas por ¢ (t1,x;) = (t1 + t,x1), podem (por serem tipo tempo) ser associadas
com as linhas de mundo de uma congruéncia de observadores 0. Vemos que para tais
observadores, o espago-tempo nao muda ao aplicarmos a translagao temporal definida
por ¢, (por isso, ¢; também é chamada de uma isometria temporal). Em um sistema de

coordenadas arbitrario, a equagao (5.1) pode ser posta na forma [2, 3]

1 0 0
=Y o (v g ) - me o (5.26)
%

YEm termos abstratos (sem utilizar coordenadas), um espago-tempo é estaciondrio se existe um campo
de Killing tipo tempo &, i.e., Legap = 0 € gapt®E® < 0, onde L¢ indica a derivada de Lie. Um espago-tempo
é dito estatico se ele é estacionario e admite uma hiperficie ortogonal a £&. Em termos das coordenadas
definidas na equagao (5.25), Le¢gap =0 < 6%% =0.



Teoria Quantica de Campos em Espagos-Tempos Curvos 80

dety & a mversa de g, @ 1. ¥ € {0....3}. Especializando nas coordenadas
es S nacao (5.25). a equacgao (5.26) é escrita como
32 \
s — K ) 0 (5.27)
\ o
ondle
r 1
| 1 T ¢ B e >
Ko=f |- 5 -——k\'-;'l ———3) m-o 5.28)
v—g et U %
L
com i.j € {1.2,3}. é um operador hermitiano em L2 {Z;. v=9f 'dx) Vemos que K nao

depende de t. Em geral, X sera uma funciio de wm conjunto completo J de operadores
que comutam. Por exemplo. no caso do espago-tempo de Minkowski com coordenadas
cartesianas, K = 3, p} + m*. onde p; = —i0/027. Seja J o espectro conjunto dos ele-

mentos de J (ou seja. o conjunto de todos os niumeros quanticos). ¢ wmna medida em g8

;. j € J. auto-fungdes de K com auto-valores \.:;' > 0. ie..

e que satisfagamn

/‘. (]X\ _—il‘f IFV’,{X‘I\'»,’(X) = Li‘,(‘j.‘].').

vy

onde ft[[l(_}-)(;'(_[')ﬁ.‘_,(j.j'\ = o(j"). e F) = gy para algum k € J. Definimos entio 0 espago

de Hilbert Tl s
1% Q"\d)m\\
dpd) - e W)

H, = {9(x) = /—)._—_.,,(j)r"*"’u_,(x) (5.29)
de solucdes da equagao de Klein-Gordon. E ficil ver que H, satisfaz as condigdes (i), (ii)

V205

e (iii) descritas na Secao 5.1.1. Tendo Hy, basta seguirmos o processo de quantizagio

descrito na Se¢ao 5.1.1. Fazendo a transformada de Fourier
Hlo.x) = / dt e**'o(t, x)

dos elementos de o(t,x) de Hy, vemos que 5(o < 0.x) = 0. Por essa razio, os elementos
de H, sio chamados solucoes de frequéncia positiva com relagio a ¢ (ou equivalentemente,
cowm relagio ao campo de Killing \ = 9/0t).

A teoria quantica de campos construida a partir de /7, tem wma interpretagio natural
em termos de estados de particulas. Por exemplo, interpretamos o estado \ﬂ'”.l [ut(n)]" 10)
como sendo o estado de n particulas no modo o € Hy. Entretanto, enfatizamos que
para espagos-teinpos nio estaciondrios, qualquer interpretagao em terinos de particulas ¢

extremamente problematica [1, 120].
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Figura 5.1: Diagrama espago-temporal do espago-tempo de Minkowski com as regioes
LILIII e IV dadas por [t| < z, |[t| < —z,t > |x| e t < —|z|, respectivamente. As curvas

com as setas sao as curvas integrais do campo de Killing a [x0/0t + t0/0x].

5.1.4 O Efeito Unruh

Vamos aplicar a construcao da secao anterior no espaco-tempo de Minkowski com relacao
a dois conjuntos diferentes de observadores, os inerciais e os uniformemente acelerados,
e comparar a descrigio que ambos dao ao vacuo de Minkowski (vadcuo com relagao aos
observadores inerciais).

Tomemos primeiro um sistema de coordenadas cartesianas globais ¢, x, y, z em (]R4, Nab)-

Nessas coordenadas, o elemento de linha associado a 7, toma a forma

2 _ 32 2 2 2
dsy,, = —dt* +dz” + dy” + dz". (5.30)

Vemos entdo que (R* 7,) é estdtico com campo de Killing y; = 0/0t, que gera a
translagao temporal ¢! (t1,x1) = (t1+t,%1), onde x1 = (21, y1, 21), € portanto esta associ-
ado com observadores inerciais. Nessas coordenadas, K = ) j p?—l—mz, onde p; = —id/ oz
Sendo assim, J = R? (e portanto j = k € R?), w; = vVkZ +m?2 e tomamos du(j) = dk
e ¥; = (2m)~3/2e’* X Portanto, usando a equacio (5.29), vemos que H,, = Hpg, onde
Hye é dado na equagao (5.5), e com isso recuperamos a construgdo da teoria quantica
de campos usual no espago-tempo de Minkowski descrita no comego da Secao 5.1.1. O
estado de vécuo dessa construcao, i.e., o vetor |0yr) € Fs (Hy, ) que satisfaz a(a)|0as) para
todo o € Hy,, ¢ chamado vdcuo de Minkowsk:.

Entretanto, podemos realizar outra construcao para a teoria quantica de campos.
Tome a regiao I da Figura 5.1, ou seja, a regiao caracterizada por |t| < x. Podemos cobrir

essa regiao com as coordenadas 7, &, y, 2z onde 7 e £ sdao dados por

t = a le®sinhar, (5.31)

r = a 'e®coshar, (5.32)
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onde a é uma constante positiva. O elemento de linha de 7., nessas coordenadas toma a
forma

dsz,, = € (—dr? + d&?) + dy® + d2. (5.33)

Vemos entao que a regiao I, que é globalmente hiperbdlica e portanto define um espago-
tempo, é estatica com campo de Killing dado por y2 = 9/97 (que em coordenadas car-
tesianas pode ser escrito como xo = a[zd/0t +t0/0z]). O campo de Killing y2 gera
a translagdo temporal ¢X*(7,&1,x1) = (11 + 7,€1,x1), onde x| = (y,z). Para cada
(11,&1,%1 ), a curva ¢3* (7, &1, %1 ) corresponde a uma hipérbole que passa por (71, &1,x ),
ver Figura 5.1. Tais hipérboles tem como tangente 9/07 em cada um de seus pontos (no
sistema de coordenadas T,&,y,z, 9/0T pode ser escrito como (1,0,0,0)). Se definirmos
ut = e7%(1,0,0,0), vemos que utu,, = —1 e portanto, u* corresponde a quadrivelocidade
dos observadores que seguem as hipérboles. A aceleragao prépria de cada linha de mundo
¢ dada por /a,af = ae” % onde a* = uV,ut é sua quadriaceleracao. Com isso, vemos
que os observadores associados a essa translacao temporal estao uniformemente acelera-
dos. Vemos também que para as hipérboles com { = 0 vale \/a,a# = a e o campo de
Killing xo satisfaz /07 = u. Por isso, dizemos que a familia de observadores descrita
acima estd naturalmente associada com observadores que aceleram uniformemente com
aceleracao prépria a.

Nas coordenadas 7, &, vy, 2,

0? 2.2 20t O 2
K= [—W—Fm 6“5] +ea§ij.
j=2

Suponha que v é uma auto-funcio de K com auto-valor w?, i.e., K1 = w?i). Fazendo a
separacio de varidveis 1) = (2m) 71 g(£)e™ XL vemos que g satisfaz
d? 2a€ (1,2 2 2
e+ SO )| 0(6) = Pal6) (534
Os auto-valores w tomam valores em (0,00). Os pardmetros w e k| rotulam uma familia
ortonormal completa de auto-fungdes de K e com isso, tomamos j = (w, k). As soluges
da equacao (5.34) (com as condigoes de contornos fisicas adequadas [118]) sao dadas por

nae (O = | 2T gy (Ber). (5.3)

onde k = y/k? +m? e K,(z) é a funcdo de Bessel modificada [126]. Agora, usando a

equacao (5.29), definimos

!, = {so(x) - / d"\j%@(w,kuemwm(s,xl)

¢ € L* ((0,00) x RQ,dwdkL)} ,
(5.36)
onde vemos que J = (0,00) x R?,

sinh (rw/a)

1/2
a. ik | -x
Tl Kl e

Yok, (€x1) = [
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e tomamos du(j) = dwdk .

Podemos agora cobrir a regiao I/ da Figura 5.1 com as coordenadas 7, f , Y,z onde

t = a le®sinh at, (5.37)

¢z = —ate® coshat. (5.38)

Entao, procedemos de maneira andloga a descrita acima, usando 7 e é no lugar de 7 e
&, obtemos o espago de Hilbert Hg . Definindo H,, = H;l S3) Hg§7 e procedendo como
descrito na Sec¢ao 5.1.1, obtemos uma segunda construcdo para o campo quantico ¢ em
todo o espago-tempo de Minkowski [1, 118].

Queremos agora achar o estado ¥o = U|Opy) € s (Hy,) =~ §s (Hiz) QR T (H)g),
correspondente ao vacuo de Minkowski na construgao associada aos observadores unifor-
memente acelerados. Em particular, queremos calcular a restricao do vacuo de Minkowski
aregiao I. Ela é obtida tomando o traco em § (Hg ) da matriz densidade correspondente
ao vacuo de Minkowski.

Sejam 1/15, w € (0,00), solucdes da equagao de Klein-Gordon que oscilam harmonica-
mente com frequéncia w com relagao a 7 na regiao I e se anulam na regiao I1. As solugoes

Il =4l ow, onde w(t,z,y,2) = (—t,—x,y,z). Vemos entdo que 1]

IT 5
., sao dadas por
oscila harmonicamente com frequéncia w com relagdo a 7 na regiao I e se anula na regiao

1. A observacao principal que nos permite calcular g é que

o, = L + e /ot (5.39)
(&
®l, = Il + e/ (5.40)

sdo de frequéncia positiva com relagio a t [1, 117, 118]. As solugdes ¥/} e Ll nio sio

normalizaveis e portanto nao pertencem a H)iz e Hg , respectivamente. Isso pode ser

contornado tomando pacotes de onda w[,i e wﬁ bem centrados em frequéncias w; > 0

de tal forma que {¢} |i € N} e {¢[/|i € N} sejam bases ortonormais de H}, e HlI,

respectivamente, e

;= gf 4+ e L) (5.41)
(§]
O = Pl + e/ gL (5.42)

sejam de frequéncia positiva com relacao a t. Entao temos

Co;i=vf, , C¥=v] (5-43)
D®; = ™G DE = e (5.44)

SAqui, os elementos de H)Ic2 e Hié estdao naturalmente estendidos para o espaco-tempo de Min-
kowski inteiro [118]. Sendo assim, se ¢ = ' +¢!T € H,,, a restrigio de o' (1) & regido I (II) é

%g&(w, ki)e “Tho, (€,%x1) < %cﬁ(w,kL)e_i“’%i,Z)wkL (, xl)) e a regiao I1 (I) é nula.
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e portanto Ef, = e~/ 4Ll ¢ EYIT = em™i/ayL . Com isso,

e=> eyl @ gLl (5.45)
i
Podemos agora colocar a equagao (5.24) na forma

Ulow) = c[|oR>+Ze—”“i/“ahwii)agnwoif)|oR>

n/2
+ ot (72})‘ [Z e_mjl/aaRI(wl )aEH(wH)] 0R) + }

J
= Czjl'lz _ML/aaRI(wc{a)aJ}m( )] |0R)
j i

= coxp [Ze”“l/” (W, )aly (] >] 0R), (5.46)

onde na pentltima passagem fizemos a mudanga de varidveis n = 2j, j € N. Aqui, usamos
que .
X X X
7aTRx(f1 )~-~aJ1rzx(fn NOR) = (0,.., fT° ®s .. ®s £ ,0 )
V!

onde aJIf%X é o operador criacido em § (Hé) , X e{l,II}, ff e H;g e |Ogr) é o vécuo de
Rindler, i.e., o vetor |Og) € §s (HI ) R Fs (HH) que satisfaz apx (fX)|0g) = 0 para todo
fX € H X ,onde arx ¢é o operador aniquilacao em § ( XQ) Com isso, podemos escrever

0 VAcuo de Minkowski em termos de modos de Rindler como

o0
Uloy) =] (Cz' > el ) @ |nill>> ; (5.47)
7 n;=0
onde ¢ =[[; C;, C; = (1 — e’QTr“’Z‘/a)l/2 enix) = == [aT (v; )} |0R).
s Vi Y= 1 X/ — V! |YRX

Observadores uniformemente acelerados na regiao I nao tém acesso a regiao I, ja
que elas sao causalmente desconectadas. Para tais observadores, o vacuo de Minkowski é
descrito pelo estado misto pf\/[ = tr;;U[0ar)(0 M|UT, que descreve a restricao do vdcuo de

Minkowski & regiao I. Usando a equacgao (5.47) e tomando o trago em Fs (H)g ) obtemos

phr =11 (C? > 62””M/a|nu><nu|> . (5.48)

n; =0

Ou seja, vemos que a restricao do vacuo de Minkowski a regiao I é um estado térmico

com temperatura
T =a/2m. (5.49)

Esse é o chamado efeito Unruh. Interpretamos esse resultado dizendo que um observador
uniformemente acelerado “se sente” imerso em um banho térmico com temperatura (5.49)

quando o campo estd no vacuo de Minkowski (auséncia de particulas como definidas pelos
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observadores inerciais). O efeito Unruh mostra como o conceito de particula (quando
existe) depende de observador. Entretanto, convém notar que observédveis fisicos inde-
pendem de qual interpretacdo de particula (a dos inerciais ou dos acelerados) se dd ao
campo ja que a teoria é de um campo quantico e seus observaveis dependem somente dessa
estrutura de campo. A independéncia dos observéveis fisicos com relacao aos observado-
res pode ser usada para mostrar que o efeito Unruh é necessario para manter a prépria
consisténcia da teoria quantica de campos. Um exemplo emblematico disso é a desinte-
gragao de prétons uniformemente acelerados [127]. Para mais aplicagoes do efeito Unruh,
indicamos a revisao [118] e suas referéncias. Uma formulacdo matematicamente rigorosa
(que vale inclusive para teorias com interacao que obedecem aos axiomas de Wightman)
do efeito Unruh é que a restricdo do vdacuo de Minkowski & sub-algebra A; associada a
regiao x > |t| é um estado térmico (i.e. KMS) com relagao a translagdo temporal definida
pelos observadores uniformemente acelerados [1, 128]. Tal resultado é uma consequéncia
do chamado Teorema de Bisognano-Wichmann [129] publicado, assim como o trabalho de
W. Unruh [117], em 1976. Entretanto, o fato que tal teorema leva a uma demonstragao

rigorosa do efeito Unruh s6 foi notado em 1982 por Sewell [128].

5.2 Morte Subita do Emaranhamento e Perda de Fidelidade

no Teletransporte via o Efeito Unruh

Nessa se¢ao, vamos usar o efeito Unruh para investigar como o teletransporte de estados
quanticos é afetado quando um dos qubits do par emaranhado estd sob influéncia de
alguma forga externa [20]. Para obtermos um entendimento mais abrangente, faremos
uma analise detalhada de como a aceleragao afeta o sistema de qubits emaranhado. Em
particular, calcularemos a informacao mitua quantica e a concurrence entre os dois qubits
e mostraremos que a ultima apresenta uma morte sibita [130] em uma aceleragao finita
cujo valor vai depender do intervalo de tempo em que o detetor permanece acelerado.

O teletransporte de estados quanticos é sem duvida um dos efeitos mais interessan-
tes descobertos nas ultimas décadas. Como vimos na Segao 3.4.2, o trabalho original de
Bennett et al [13] considera o sistema como sendo isolado de forgas externas e com isso,
o estado maximamente emaranhado que descreve o par de qubits evolui unitariamente.
Como um desenvolvimento natural, Alsing e Milburn analisaram o caso em que o sistema
nao estd totalmente isolado [77]. Em sua configuracdo, Bob é substituido por um ob-
servador uniformemente acelerado que chamamos de Rob. Alice e Rob carregam, cada
um, uma cavidade ética em repouso no seus referenciais proprios que assumimos como
estando livres de fétons de Minkowski. Cada cavidade suporta dois modos de Minkowski
ortogonais 4; e R; (i = 1,2) com mesma frequéncia, onde de agora em diante A e R serao

usados para rotular Alice e Rob, respectivamente. No momento em que Alice e Rob se
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Apéndice D

Demonstracao da Equagao (5.15)

Seja (M, gap) um espago-tempo globalmente hiperbdlico e temporalmente ori-
entdvel. Sejam ¢ € C°(M) uma solug¢io qualquer da equagao (5.1) e f €
C (M), com Ef sendo sua respectiva solugdo da equacao de Klein-Gordon.

Entao temos

/M ofv—gd's = UES, ¢) = /E (OVuEf — EfVad)n™/hd

@ ¢ a normal a X, hyy € a métrica

onde ¥ € uma superficie de Cauchy, n
induzida por g, em X, C§°(M) € o conjunto das fungoes infinitamente dife-

rencidveis e de suporte compacto em M e
Ef = /d4x'\/ —g(2)[G* (z, ") — G*°t(z, )] f (=), (D.1)

com G*V e G** sendo as fungées de Green avancada e retardada, respectiva-
mente [124).

Demonstragao. Tomemos uma superficie de Cauchy X que fica contida fora do futuro

causal do suporte de f, ou seja ¥ C M — J*(suppf). Defina
A :/ G (z, 2! f(2')/—g'd*a. (D.2)
M

Com isso, usando as propriedades de G2 [124], (VV,—m?)\ = f e suppA C J~ (suppf).

Entao temos

/ ofVgd's = ofv—gd'z = / H(VIV, — m2)Ay/—gd'
M ) JH (%)

JH(S

= VUGV — AV o)/—gdiz + / MNVV, —m?)py/—gd 'z

JH(D) JH(E)
_ / (PV X — AVod)n*V hdx, (D.3)
b

onde na tltima passagem usamos o teorema de Gauss no primeiro termo e que ¢ ¢é solucao
da equacao de Klein-Gordon no segundo termo. Usando a equagao (D.1), vemos que

Ef|s = A|y e portanto

| otv=sats = aEr.0) = [ (@V.Ef - BT Vids (D.4)
L]



